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Der Zustand eines verdünnten Gases, dessen Teilchen einen Eigendrehimpuls (Spin) von konstan-
tem Betrag (Quantenzahl / ) , jedoch variabler Orientierung (Quantenzahl M) besitzen, wird durch 
eine Verteilungsmatrix fuN{t, r, e ) mit 2 / + 1 Zeilen und Spalten beschrieben. Die Streuamplituden-
matrix ' ( e , ' e , k) für den Zweierstoß im Schwerpunktssystem, d. h. für die Streuung einer 
ebenen Welle mit der Wellenzahl k und der Richtung e in die neue Richtung e ' mit entsprechenden 
Spinstellungen, wird als bekannt vorausgesetzt. Dann kann man einen allgemeinen Ausdruck für die 
Änderung des Erwartungswertes eines beliebigen Operators OMN(C) beim Zweierstoß angeben. Dieser 
Ausdruck läßt sich auf das Gas übertragen und führt zur MAxwELLSchen Transportgleichung für den 
Mittelwert O, d. i. Gl. (6.2) für das LoKENTz-Gas bzw. Gl. (7.15) für das reine Gas. Von der Transport-
gleichung gelangt man durch eine einfache Überlegung zur BoLTZMANNSchen Stoßgleichung für Spin-
teilchen, d . i . Gl. (6.3) bzw. Gl. (7.16). Sie ist eine Matrixgleichung. Der Beitrag der Stöße zur 
Änderung von f besteht aus zwei Gliedern. Das eine Glied ist bilinear in den Streuamplituden a, a t ; 
über alle Stoßrichtungen wird integriert. Dieses Glied gibt an, wieviel Teilchen einer betrachteten 
Geschwindigkeit und Spinorientierung „entstehen". Das andere Glied ist linear in den Streuamplitu-
den a bzw. a t ; sie sind für die Vorwärtsrichtung e ' = e zu nehmen. Dieses Glied gibt an, wieviel 
Teilchen der betrachteten Art „verschwinden". In der Näherung isotroper Spinorientierung ist die 
Verteilungsmatrix der Einheit proportional, also eine gewöhnliche Funktion. Durch Anwendung des 
Schattentheorems (optischen Theorems) für die Streuamplitude gelangt man in dieser Näherung 
formal zurück zu der geläufigen BoLTZMANN-Gleichung für einatomige Gase (aus spinlosen Teilchen) 
mit einem Wirkungsquerschnitt, der durch Mittelung über alle Spinstellungen entstanden ist und für 
den die „detailed balance"-Relation gilt. Für die einzelnen Spinzustände hat man bekanntlich keine 
solche direkte Relation. Es ist deshalb befriedigend, daß die strenge BoLTZMANN-Gleichung für Spin-
teilchen sich formal deutlich von derjenigen für spinlose Teilchen unterscheidet. 

Die kinetische Theorie der mehratomigen Gase ist 
nicht so weit ausgearbeitet wie die der einatomigen. 
Das scheint selbst fiir die Grundlagen der Theorie 
zu gelten. 

Es findet sich zwar schon bei B o l t z m a n n 1 eine 
Fundamentalgleichung fiir mehratomige Gase (daran 
schließt sich die bekannte Diskussion des H-Theorems 
auf Grund von Stoßzyklen an) . Als spezielle Fälle da-
von kann man die Ausgangsgleichung von P i d d u c k 2 

ansehen (Pidduck hat die Kinet ik des BRYANschen 
Modells 3 der rauhen Kugeln durchgerechnet), sowie 
die Fundamentalgleichung, welche neuerdings Cur-
t i s s 4 seiner Behandlung der kinetischen Theorie 
nichtkugelförmiger, starrer Moleküle zugrunde gelegt 
hat. Alle diese Betrachtungen basieren auf der klas-
sischen Mechanik. Das wird in vielen Fällen praktisch 
bei genügend hoher Temperatur gerechtfertigt sein. 

Aber man sollte in der kinetischen Theorie grund-
sätzlich von der quantenmechanischen Beschreibung 
ausgehen, und das besonders dann, wenn die inne-
ren Freiheitsgrade der Gasteilchen ins Spiel kom-
men. Solche Untersuchungen haben W a n g C h a n g und 

1 L. BOLTZMANN, Vorlesungen über Gastheorie II. Teil, VII. 
Abschnitt, Barth, Leipzig 1898. 

2 F . B. PIDDUCK, Proc. Roy. Soc., Lond. A 1 0 1 , 101 [1922] ; 
s. a. bei S. C H A P M A N and T. G. C O W L I N G , Mathematical 
Theory of Non-Uniform Gases, University Press, Cam-
bridge 1939, Kap. 11. 

U h l e n b e c k 5 begonnen, sich dabei aber auf den spe-
ziellen Fall anregbarer, kugelsymmetrischer, nicht-
rotierender Moleküle beschränkt, deren Energie-
niveaus genügenden Abstand haben. Man kann hier 
die Moleküle in verschiedenen Anregungszuständen 
als ineinander umwandelbare Komponenten eines 
quasi-einatomigen Gemischs auffassen. Die zugehö-
rigen unelastischen Streuquerschnitte werden als be-
kannt angenommen und eine Fundamentalgleichung 
wird angesetzt, welche eine unmittelbare Übertragung 
der BoLTZMANN-Gleichung für eigentliche einatomige 
Gemische darstellt. 

In der vorliegenden Arbeit soll der Fall rotieren-
der Moleküle unter dem Gesichtspunkt der Quanten-
mechanik aufgegriffen werden. Der Betrag des Eigen-
drehimpulses der Moleküle, im folgenden meist kurz 
als Spin bezeichnet, wird dabei als einheitlich und 
konstant angesehen. Die Zusammenstöße sind also 
elastisch — es wird keine innermolekulare Energie 
getauscht —, jedoch kann sich beim Stoß die Orien-
tierung der Spins der Stoßpartner ändern. Der Stoß 
wird durch eine quantenmechanische Streuamplituden-

3 G. H. B R Y A N , Brit. Assoc. Reports 1894, S . 6 4 - 1 0 2 . 
4 C. F. CURTISS, J. Chem. Phys. 2 4 , 225 [1956]. 
3 C . S . W A N G C H A N G U. G. E. UHLENBECK, Eng. Res. Inst. Univ. 
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matrix beschrieben, welche auf die Spinindizes wirkt 
und als gegeben vorausgesetzt sei. Zur Beschreibung 
des Gaszustandes dient eine ebenfalls auf die Spin-
indizes wirkende Verteilungsmatrix, welche an die 
Stelle der vom einatomigen Gas her geläufigen Ver-
teilungsfunktion tritt. Die aufzustellende Fundamen-
talgleichung soll die zeitliche Änderung dieser Ver-
teilungsmatrix infolge der Translation der Mole-
küle bzw. der äußeren Kraft — reversibel — und 
infolge der Zweierstöße — irreversibel — geben. 
Um diese quantentheoretische Version der B o l t z -

mann-Gleichung zu erhalten, wird zunächst die 
entsprechende MAxwELLsche Transportgleichung auf-
gesucht. Da es sich um verdünnte Gase handeln 
soll, bleibt der Gesichtspunkt der Gasentartung 
außer Betracht; demgemäß wird die Translations-
bewegung der Moleküle klassisch behandelt, natür-
lich abgesehen von den Stößen. Diese Näherung 
ist bei allen Gasen und Temperaturen vernünftig. 
Wenn ein äußeres Feld beschleunigend auf den Teil-
chenschwerpunkt wirkt, so soll vorausgesetzt sein, 
daß das zugehörige Potential sich wenig ändert auf 
einer Strecke von der Größenordnung der d e B r o g l i e -

Wellenlänge, welche der Translationsbewegung der 
Moleküle bei der betreffenden Temperatur im Mittel 
zugeordnet ist. Ein Drehmoment soll das äußere Feld 
auf die Moleküle nicht ausüben. Die B o l t z m a n n -

Gleichung, zu der man geführt wird, unterscheidet 
sich von der klassischen auch in formaler Hinsicht; 
das ist befriedigend im Hinblick auf das Prinzip 
vom detaillierten Gleichgewicht, welches bei rotie-
renden Teilchen bekanntlich nicht für die einzelnen 
Orientierungszustände, sondern nur summarisch an-
wendbar ist. 

Eine kurze Mitteilung der hauptsächlichen Ergeb-
nisse der vorliegenden Arbeit ist schon gegeben wor-
den 6 . Eine Anwendung hat die BoLTZMANN-Gleichung 
für Spinteilchen gefunden durch M ü h l s c h l e g e l und 
Koppe ' , welche daraus das Verhalten der Elektronen-
polarisation bei der Vielfachstreuung berechnet ha-
ben. Ein weiteres System, bei welchem die Voraus-
setzung des festen Spinbetrags zutrifft, ist der Ortho-
Wasserstoff bei tiefen Temperaturen. Allerdings wird 
man sich hier kaum für die Spin-Orientierung in-
teressieren. Man wird in diesem Fall alsbald zu der 
isotropen Näherung übergehen, in welcher die Ver-
teilungsmatrix der Einheit proportional, d. h. eine 
gewöhnliche Funktion ist. 

FI L . W A L D M A N N , Z . Naturforschg. 1 2 a. 6 6 0 [ 1 9 5 7 ] . 
7 B. M Ü H L S C H L E G E L U. H. K O P P E , Z . Phys. 1 5 0 . 474 [1958]. 

Die Methode, die wir zur Aufstellung der B o l t z -

MANN-Gleichung anwenden werden, beruht, was die 
Translationsbewegung der Moleküle zwischen zwei 
Stößen anbelangt, auf der Vorstellung von Wellen-
paketen und ist insoweit klassisch. (Nicht klassisch 
ist natürlich die Behandlung des Spins und die der 
Stöße.) Das hat den Vorzug der engen Anlehnung 
an die einfache heuristische Herleitung der B o l t z -

MANN-Gleichung für einatomige Gase. Vom theore-
tischen Gesichtspunkt aus befriedigender wäre es, 
die Deduktion aus der v. NEUMANNschen Änderungs-
gleichung der Dichtematrix, unter Einschluß der 
Translationsbewegung, vorzunehmen mittels geeigne-
ter Zusatzannahmen, welche zur Irreversibilität füh-
ren. Das soll bei anderer Gelegenheit nachgeholt 
werden. 

§ 1. Die Drehinipulseigenfunktionen der 
Moleküle. Wellenpakete 

Der Eigendrehimpuls (kurz Spin) der Gasteilchen 
sei dem Betrag nach einheitlich und konstant; er 
werde durch die ganz- oder halbzahlige Quanten-
zahl J charakterisiert. Die Orientierung des Spins 
in bezug auf eine beliebig wählbare, raumfeste 
.s-Richtung sei durch die magnetische Quantenzahl M 
charakterisiert. Diese kann die 2 / + 1 Werte 

M= - / , - / + 1 , . . . , / - 1 , / (1 .1 ) 

annehmen. Wenn kein äußeres Drehmoment auf die 
Moleküle wirkt, so ist deren innere Energie in allen 
2 / + 1 Orientierungszuständen die gleiche. Diese Rich-
tungsentartung sei im folgenden stets angenommen. 
Die inneren Koordinaten der Moleküle bezeichnen w ir 
zusammenfassend mit dem Buchstaben X ; das können 
Orts- und Spinkoordinaten der Molekülbausteine sein 
oder Winkelkoordinaten, welche die Molekülachse 
festlegen, oder, wenn es sich um Elementarteilchen 
handelt, einfach deren Spinkoordinate. Für die in-
neren orthonormierten Eigenfunktionen eines ruhen-
den Gasteilchens schreiben wir sodann 

'/' = ll>u(X) mit / ' / V ' /V dX = ÖMM'. (1.2) 

Einen beliebigen Zustand des Moleküls erhält man 
durch Linearkombination der Eigenfunktionen (1 .2 ) 
und Hinzufügung eines die Schwerpunktbewegung 

Ortsvektor r im Laboratoriumssystem — be-
schreibenden Faktors. Es möge sich um ein im Ver-
hältnis zur de broglie-Wellenlänge räumlich weit 
ausgedehntes Wellenpaket handeln mit hinreichend 
scharfem Wellenzahlvektor m c/h , wo m die Masse, 



C die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Moleküls 
und h die PLANCKsdie Konstante bedeutet. Für die 
Wellenfunktion werde demgemäß geschrieben 

y = ^ li'M 0LM • exp(imcr/h)A(r,t) (1.3) 
M 

mit der Normierung * 

/ / < / / > d r d Z = 1 . (1 .4) 

Der Amplitudenfaktor A, welcher die Gestalt des 
mit der Gruppengeschwindigkeit C fortschreitenden 
Wellenpakets gibt, sei selbst gemäß 

f A* A dr=l (1.5) 

gewählt. Für die Amplituden oc gilt dann wegen der 
Orthonormierung (1.2) der Drehimpulseigenfunk-
tionen ihrerseits 

V a / : , = 1 ( 1 . 6 ) 
M 

als Normierungsbedingung. 

§ 2. Die Verteilungsmatrix f(/, r , c ) fiir das Gas 

Den Zustand eines einatomigen Gases beschreibt 
man in der klassischen kinetischen Theorie durch eine 
reelle, nicht-negative Verteilungsfunktion f(t,r,C), 
welche — nach Multiplikation mit dem Zellenvolu-
men — angibt, wieviele der punktförmigen Teilchen 
zur Zeit t in der Zelle d r d e sich befinden. Diese 
Zellen soll man sich als klein, jedoch endlich vor-
stellen. Es sei 0{r, C) irgendeine für ein Gasatom 
definierte Funktion. Dann gilt für deren lokalen 
Mittelwert 

0(t,r) = ln | o ( r , c ) f(t,r,c) d e . (2 .1) 

Dabei ist 
n(t,r) = f f(t,r,c) d e (2 .2) 

die Konzentration der Atome. 
Es handelt sich nun darum, diese Begriffe auf 

mehratomige Gase zu erweitern. Das Mittel dazu lie-
fert die v. NEUMANNsche Dichtematrix 8 . 

Wir denken uns das Gas aufgebaut aus räumlich 
getrennten Wellenpaketen der Art (1 .3 ) . Zunächst 
fragen wir nach dem Erwartungswert irgendeines auf 
den Index M wirkenden Operators 0 ( r , C) für ein 
einzelnes Molekül Der Operator O kann z. B. eine 

* Es bedeutet in dieser Arbeit 
dr = dx d«/ dz , de = dcx dcy dcz usw. 

8 J. v. N E U M A N N , Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik, Springer. Berlin 1932, IV. Kapitel. 

Spinkomponente sein. Er kann aber, wie die Schreib-
weise andeutet, eventuell auch Ort und Geschwindig-
keit des Wellenpakets als (klassische) Parameter ent-
halten; eine exakte quantenmechanische Behandlung 
der Translationsbewegung ist für die Zwecke der 
Theorie verdünnter Gase nicht erforderlich. Ein Bei-
spiel für einen solchen orts- und geschwindigkeits-
abhängigen Operator ist der Gesamtdrehimpuls eines 
Moleküls, d. i. die Summe aus dem Spin und dem 
Bahndrehimpuls r x p der Translation. 

Der Operator O sei gemäß 

( O ¥>).,/= 2 V'v Ou M (2.3) 
M' 

durch eine Matrix dargestellt. Sein Erwartungswert 
im Zustand (1.3) beträgt 

( O ) = II V* o xp d r dV = 2 °SM • (2.4) 
A/.Y 

Dabei ist vorausgesetzt, daß sich O innerhalb des 
Wellenpakets wenig ändert; gleichzeitig ist von (1.5) 
Gebrauch gemacht. Zur Erzielung kurzer und von der 
Wahl der Basiszustände lF m unabhängiger Schreib-
weise ist es zweckmäßig, den Projektionsoperator P 
einzuführen durch 

Pmx = a M a.v • (2.5) 

Für P gilt nach (1.6) 

V PMM = Sp P = 1 . (2 .6) 
M 

Damit lautet (2.4) dann 

( O > = 2 0.v.vJVv = S p [ O P ] = S p [ P O ] . (2.7) 
M. A 

Nun ist sofort der Übergang zum Gas zu vollziehen. 
Wir greifen die in der Volumeinheit an der Stelle Y 
enthaltenen Moleküle heraus, welche durch räumlich 
getrennte Wellenpakete mit Geschwindigkeiten C in 
d e dargestellt sind, unterscheiden sie durch den 
oberen Index i und definieren die Verteilungsmatrix f 
durch 

fMX(t, r , C) d e = Y aM(i> a.v '' * (2 .8) 
i 

oder kurz 

f ( / , r , C ) d C = V p(0 . (2 .9) 
i 

In derselben Weise erhält man durch Summation 
der Erwartungswerte ( O ) aus (2.7) für die ver-

+ Operatoren (Matrizen) werden in dieser Arbeit der Deut-
lichkeit halber in Blockschrift geschrieben, falls die Indizes 
weggelassen sind. Beispiele: O, P, f, a. 



schiedenen Wellenpakete den lokalen gemittelten Er-
wartungswert für das Gas. Pro Molekül ergibt sidi 

Ö{t,r)= 1 [ 2 0NM{r,c) fMN(t,r,c) d e 
n J M,N 

= S p [ O f ] d c . ( 2 . 1 0 ) 

Dabei gilt jetzt für die Teilchenkonzentration 

n(t,r) = /Spf(«,r, c) de. (2.11) 

Die f-Matrix ist hermitesch und positiv-semidefinit; 
das ergibt sidi direkt aus der Definition ( 2 . 8 ) . Ihre 
2 / + 1 Eigenwerte sind also, wie die Werte der 
klassischen Verteilungsfunktion für einatomige Gase, 
immer und überall reell und nicht-negativ. Gleiches 
gilt, bei beliebiger Wahl der Basiszustände XIJu, für 
die Diagonalelemente fuu • 

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, etwas 
über die zeitliche Änderung der Verteilungsmatrix 
zu erfahren. Da der Einfluß der Molekularstöße das 
Problematische dabei ist, werden in den beiden 
nächsten Paragraphen die im weiteren benötigten 
Aussagen der Quantenmechanik über den Streuvor-
gang zusammengestellt. 

§3. Die Streuamplitudenmatrix a(e',e,k) 

Zunächst werde die Streuung von Kugelwellen 
betrachtet. Gegeben seien zwei Gasteilchen mit den 
Spinzuständen M und M t , welche sich im gemein-
samen Schwerpunktssystem als einlaufende Kugel-
welle mit den Bahndrehimpuls-Quantenzahlen l, m 

und der radialen Wellenzahl 

k = m T edg/h (3 .1 ) 

einander nähern. Dabei bezeichnet mre<i = m / 2 die 
reduzierte Masse der beiden Teilchen und g den Be-
trag ihrer Relativgeschwindigkeit vor (und nach) 
dem Stoß. Den Ortsvektor vom einen Molekülschwer-
punkt zum anderen bezeichnen wir mit v' = r e' und 
führen die asymptotischen aus- bzw. einlaufenden 
Kugelwellen ein 

cp^ =WMM1 {X,X,)e-^rYlm{±e'). (3.2) 

Dabei ist zur Abkürzung gesetzt 

Whm1 {X, xt) = WU(X) WMl (X,) , ( 3 . 3 ) 

ß = (Af, M x , l, m) ( 3 . 4 ) 

und Y[m bezeichnet die orthonormierten Kugelflächen-
funktionen ** 

/ Yfm ( e ) y , v ( e ' ) d e ' = < V r m ' . ( 3 . 5 ) 

W i r setzen die konventionelle Phasenwahl voraus, 
welche die Relationen 

( - l)l+>» Y;_m(e) = ( - l y YIm(e') = Ylm( - e') 

(3 .6 ) 
zur Folge hat. 

Der Sammelindex ß der einlaufenden Welle 
kann nun also beliebig vorgegeben werden. Die Ge-
samtwelle stellt sich dann asymptotisch, für r —> oo, 
so dar : 

V ß - v P - X v P S r ß i k ) (3 .7 ) 
ß' 

= <p iß~ )-<P <ß + )-X<Pß t )(Sß,ß-öß'ß). 

ß' 

Die hierin vorkommende Streumatrix S ist durch 
die Wechselwirkung der beiden Moleküle bestimmt. 
Wenn sie bekannt ist, so lassen sich alle den Stoß 
betreffenden physikalischen Fragen beantworten. 
Entsprechend unserer Voraussetzung konstanter in-
nermolekularer Energie haben die auslaufenden Wel-
len dieselbe Wellenzahl k wie die einlaufende. Ohne 
Wechselwirkung hat man Sß'ß = öß'ß oder in Matrix-
schreibweise: S = l . In der Quantenmechanik wird 
allgemein gezeigt, daß bei orthonormierten ^ / M M 1 

die S-Matrix unitär ist: 

y , 8ß
r
ßSß"ß = \ Sßß'Sßß" = dß' ß" ( 3 . 8 ) 

ß ß 

oder mit der adjungierten Matrix 

Sßß' = Sß'ß (3 .9 ) 

auch kurz in Matrizenschreibweise 

S S f = S = 1 . ( 3 .10 ) 

Die Unitarität von S gewährleistet die Teilchenerhal-
tung beim Stoß. 

Als Zweites sei nun die Streuung von ebenen 
Wellen betrachtet. Die RAYLEiGHsche Zerlegung der 
ebenen Wellen mit dem Wellenvektor k = k e in 
Kugelwellen mit der Phasenwahl ( 3 . 6 ) lautet be-
kanntlich asymptotisch 

e x p ( i k r ' ) = ^ - £ [e~ikr' Y l m ( - e f ) 
k r Im 

— e i k r Ylm{e')-\Ytm{e). 

Für zwei Moleküle mit den Spinzuständen M, Mx, 

welche sich im Schwerpunktssystem ohne Wechsel-

** Es bedeutet in dieser Arbeit de' das Oberflächenelement 
der Einheitskugel j e ' | = 1 . 



Wirkung relativ zu einander in der Richtung e mit 
der Wellenzahl k bewegen, lautet die asymptotische 
RAYLEiGHsche Zerlegung demnach mit Benutzung der 
Abkürzungen ( 3 .2 ) 

vJ8,t = *mm1 exp (i kr') 
2 n i y 

(3.11) 

- ^ (<P( )~<P{+))MMxlm Y*m(e) . Vn l,m 

U m die zugehörige Welle Va/a/, m i t Wechselwirkung 
zu erhalten, hat man die Kugelwellen mit Wechsel-
wirkung, s. (3.7), mittels der aus (3.11) ersicht-
lichen Koeffizienten (2 ti i/Yk) Y*m(e) linear zu 
kombinieren. Es kommt 

Wmm, = ^Vw, exp (i k r') 

+ ^ VM-M^M-M;, wv/, (e\ e, k) 
M'Mi 

(3.12) 

ei kr' 
kr' ' 

Dabei ist die dimensionslose Streuamplidutenmatrix 

ClM'M1',MMl (6 , V, k) 

_ 2 7 1 \ 

(3.13) 

V*mfi=exp(-ikr) W*MMi 

>—ikr' 
(3.14) 

+ 2 k -/ aMM., M'M' (e> e ' M M.' ' 
M'Mi KT 

Dabei ist die adjungierte Streuamplitude a+ gemäß 

(e,e',k) =aM,M, MM: (•e',e,k)* (3.15) a MM1, M M^ 

= - i £ ( 4 r W - * ß r ) (e ' ) 

definiert. 

I tri 
I'm' 

l 1 Yi-m-(e') (Sß'ß(k) - öß'ß) Y*m (e) 
1 Im. 

I'm' 

eingeführt worden. Wir werden künftig hauptsäch-
lich diese Matrix a benutzen, welche mit der S-Ma-
trix gleichwertig ist. 

Es sei noch die Adjungierte zu a notiert. Für die 
konjugiert-komplexe Welle (3.12) werde geschrie-
ben 

/ 2 . (e , e\ k) o,v/'.v,'. M"M'' (e\ e " , k) de' 
J M'Mt' 

§ 4. Das Schattentheorem (optische Theorem) 

Aus der Streutheorie punktförmiger Teilchen ist 
es geläufig, daß das über alle Streuwinkel gemittelte 
Absolutquadrat der (dimensionslosen) Streuampli-
tude, d. h. bis auf einen Faktor l/k2 der gemittelte 
differentielle Streuquerschnitt, gleich ist dem Imagi-
närteil der Streuamplitude in der Vorwärtsrichtung. 
Dieses sog. optische Theorem oder Schattentheorem, 
wie es hier bezeichnet sei, gilt unter sehr allgemei-
nen Voraussetzungen — s. dazu W i c k 9 und L a x 1 0 — 

und läßt sich auf Spinteilchen übertragen. Man kann 
es aus der Unitarität der S-Matrix folgern, es läßt 
sich aber auch aus der Kontinuitätsgleichung der 
Wellenmechanik gewinnen. 

Wir ziehen zum Beweis die Unitarität der S-Matrix 
heran. Durch Einsetzen der Darstellungen (3.13) 

und (3.15) von a und a f erhält man unter Benut-
zung von (3.5) und (3.10) sogleich 

(4 .1a) 

= / V aMMi, M'Mi' ( e > e ' > aM'Mi, M"Mi" ( © ' , ß", k) dß' . Hl' Iii ' M'Mi 

— [a(e,e",k) - a f ( e , e",k)]MMi,M"Ml"• 

In der Matrizenschreibweise lautet dies so : 

/ a t (c, e', k) a (e', e", k) de ' (4.1 b) 

= I a (e,e',k) a f ( e ' , e " , k) de' 

= 2n-[a(e,e",k) -aHe,e",k)]. 
i 

Damit hat man das allgemeine Schattentheorem für 
Spinteilchen. Der eingangs erwähnte Satz für spin-
lose Partikel ist als Spezialfall darin enthalten. 

9 G . C. WICK, Phys. Rev. 75 , 1459 [ 1 9 4 9 ] . 
io M. LAX, Phys. Rev. 78, 306 [1950]. 

§ 5. Änderung des Erwartungswerts eines 
Operators bei der Streuung eines Spinteilchens 

an einem festen Zentrum 

In der klassischen kinetischen Theorie gibt das 
LoRENTZ-Gas (Bezeichnung nach C h a p m a n und C o w -

l i n g ) das einfachste Gasmodell ab. Bei ihm wird 
vorausgesetzt, daß die Gasteilchen nur mit festen, 
unveränderlichen Streuzentren, aber nicht unterein-
ander zusammenstoßen. Um für die Kinetik der 
Spinteilchen zunächst möglichst einfache Verhältnisse 
zu haben, sei zuvor der LoRENTzsche Fall behandelt. 



Wir werden zur Aufstellung der BoLTZMANN-Glei-
chung den Weg über die MAXWELLsche Transport-
gleichung gehen. Diese sagt etwas aus über die zeit-
liche Änderung, welche der Erwartungswert irgend-
einer molekular-physikalischen Größe O, lokal ge-
mittelt über alle Gasteilchen, erfährt. Zur Vorberei-
tung behandeln wir zunächst die analoge Frage für 
ein einzelnes, ein Molekül darstellendes Wellenpaket, 
welches über einen Streuer hinwegstreichen soll. Das 
anfängliche Wellenpaket, das genügend ausgedehnt 
im Vergleich zur de broglie-Wellenlänge sei, habe 
vor Erreichen des Streuers die Gestalt eines Zylin-
ders vom Querschnitt q und der Länge l. So wie 
bei dem Wellenpaket (1 .3 ) sollen vor dem Stoß alle 
möglichen Spinzustände y nach Maßgabe von 
Superpositionskoeffizienten a v vertreten sein. Nach 
dem Stoß kommt zu dem Paket, welches ohne wesent-
liche Gestaltänderung geradlinig weitergelaufen ist, 
eine Hohlkugelwelle der Dicke / mit dem Streuer 
als Zentrum hinzu. Bezüglich des Streuers machen 
wir keine besonderen Voraussetzungen, insbesondere 
nicht diejenige der Kugelsymmetrie, nehmen jedoch 
an, daß er unveränderlich (stets im selben Quanten-
zustand) sei. Die Amplitude der Hohlkugelwelle ist 
dann aus (3 .12 ) bzw. (3 .14 ) zu entnehmen, wobei 
jetzt aber, wegen der Spezialisierung auf den Lo-
rentz-Fall, die zweiten Indizes Mx, A f / wegbleiben. 
Der gesamte Streuvorgang des Wellenpakets wird 
also durch Ausdrücke der Form 

dargestellt. Ebenso wie im § 3 ist der vom Streu-
zentrum aus gerechnete Ortsvektor mit r' bezeichnet. 
Vorübergehend sind zur Abkürzung die Superposi-
tionskoeffizienten nach dem Stoß 

a V = >_ a V ' . w ( e \ e . k) a w , 
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(5 .3 ) 

a'a"* = y a*. fiy X, (e, e\ k) 

eingeführt. Für die orts- und zeitabhängigen Ampli-
tuden A,. . ., A *, welche langsam veränderlich sein 
sollen und die Gestalt des Wellenpakets und der 
Hohlkugelwelle geben, gilt offenbar: 
vor dem Stoß: 

A l- = 
1 

ql 
innerhalb des Zylinders q I, 
sonst = 0 

\A'\2=0 

nach dem Stoß: 
1 

(5 .4 ) 

' A f = x innerhalb des Zylinders q l, 
1 l sonst = 0 

\A' j2 = ^ innerhalb der Hohlkugel. 
(ll sonst = 0 . 

(5 .5 ) 

V = 2 p(ifer') A ( 5 . L 

V »// , n' • e l k r 4 ' 1 M a M , , A > 
ir k r 

Y* = A* exp( - i k r') ^ OL\* WXJ 

Jetzt notieren wir uns den Erwartungswert eines 
beliebigen, auf die Spinindizes wirkenden Operators 
0 ( r , C) des Einzelmoleküls, vgl. § 2. r bezeichne 
so wie in §§ 1 und 2 den Ortsvektor im Laborato-
riumssystem; die r-Abhängigkeit des Operators O 
sei so gering, daß er innerhalb der Ausdehnung des 
Wellenpakets praktisch als unveränderlich angesehen 
werden kann. Um die folgenden Formeln nicht un-
nötig zu überladen, führen wir bis auf weiteres die 
Variable V nicht auf. Man erhält gemäß (2 .4 ) und 
(2 .3 ) an Hand der Darstellungen (5 .1 ) und (5 .2 ) 
der Wellenfunktion nach Ausführung der X-Integra-
tion unter Benutzung der Orthonormierung (1 .2 ) 
der Spineigenfunktionen zunächst die Integralformel 

( 0 ) = / ( A* exp ( — ik r') aY* $y.w" + A'* aV*<W 

Om'm(C) a,f exp (i kr') A + 0 . W " . „ ( c ' ) a e^-rA')dr'. (5 .6 ) 

(5 .2 ) 

Hierbei ist nadi dem Ausmultiplizieren der Klam-
mern über sämtliche Indizes, die alle doppelt vor-
kommen, zu summieren. Die in O enthaltenen Para-
meter C und C bezeichnen die Teilchengesdiwindig-
keiten vor und nach dem Stoß und hängen mit 
den Variablen (?, <?', k der Streuamplitude — vgl. 
(5 .3 ) — gemäß den Beziehungen 

C = (h/m) k= (h/m) ke , & = (h/m) ke' (5.7) 

zusammen. — Wir formen (5 .6) weiter um, indem 
wir a', a * gemäß (5 .3 ) auf a, a* zurückführen und 
die entstehenden Produkte a a* gemäß (2 .5 ) durch 
den Projektionsoperator P ausdrücken. Dann können 
wir (5 .6 ) nach Ausmultiplizieren der Klammern in 
die Matrizenform bringen und erhalten Gl. ( 5 . 8 ) : 



( O ) = Sp A* A O(c) P + A'*A'o(c) a(e'.e)Pat(e,e') + k2 r -
A*A,exV(i[kr'-l<r'])0 , ) a ( e > ) p 

kr 

A'* A pat(c e-} 
kr 

d r ' . ( 5 . 8 ) 

Diese Formel gilt allgemein, für beliebige Wellen-
pakete. W i r wenden sie jetzt auf unseren speziellen, 
durch (5 .4 ) und (5 .5 ) charakterisierten Fall an. 

V o r dem Stoß ist keine Streuwelle vorhanden: 
A' = 0. Somit ergibt ( 5 . 8 ) zufolge ( 5 . 4 ) einfach 

(O) = Sp[0(c) P], (5.9) 

im Einklang mit ( 2 . 7 ) . 
Nach dem Stoß ist A' 0 innerhalb der Hohlkugel 

der „Wandstärke" / und es sind alle vier Sum-
manden im Integral von (5 .8 ) zu berücksichtigen. 
Der erste Summand gibt den Beitrag des unverändert 
weitergelaufenen Wellenpakets, für sich betrachtet, 
d . i . wieder ( 5 . 9 ) . Der zweite Summand gibt den 
Beitrag der Hohlkugelwelle, für sich betrachtet; die 
Integration über den Radius r kann mittels (5 .5 ) 
ausgeführt werden und man erhält so den ersten 
Term rechts in ( 5 . 1 1 ) . Die beiden letzten Sum-
manden in (5 .8 ) enthalten die Interferenzfaktoren 
exp ( i i [A- r — k r ' ] ) , welche in der Vorwärtsrich-
tung (?' = e den Wert 1 haben und im übrigen rasch 
oszillieren, so daß bei der Integration über r nur 
das „Schattengebiet" in der Nähe der Zylinderachse 
merklich beiträgt. Deshalb kann man in diesen bei-
den Summanden sowohl bei O wie auch bei a und a+ 

statt €?' die Einfallsrichtung C? nehmen und diese 
Operatoren vor das Integral ziehen. Mit Benutzung 
von ee ' = cos £ , dr' = 2 Ji r'2 dr ' sin y dy und von 
(5 .5 ) findet man durch partielle Integration nach y 

[ A*A'exP^-^dr' 

= % JJ A ' A ' ^ W - ^ d r ' dX ( 5 .10 ) 
0 0 

oo 

= A' e*Är'(1-C0Sz)]*d/ — 2 ni 
k2q ' 

Durch die Punkte ist ein Integral über dr' ange-
deutet, dessen Integrand den für ein genügend 
ausgedehntes Wellenpaket beliebig kleinen Faktor 
dA* A'/d% enthält und proportional 1 / r ' 2 ist. Dieses 
Integral kann daher unterdrückt werden, wie ge-
schehen. Somit haben wir das fo lgende Ergebnis : 
Wenn ein Teilchen, dessen Anfangszustand durch ein 
Wellenpaket vom Querschnitt q mit dem Wellen-

vektor k = k e gegeben ist und das hinsichtlich des 
Spins durch den Projektionsoperator P beschrieben 
wird, ein Streuzentrum überstreicht, so ändert sich 
dabei der Erwartungswert eines beliebigen Opera-
tors O um den Betrag 

(0) nach (O)vc (5.ii: 

= Sr k2q 1 I O(c') a(e\ e) P a+(e, e') de' 

- O(c)-2 n [a(e, e) P-Pa+(e,e)] 

Damit hat man den Ausgangspunkt für die Auf -
stellung der Fundamentalgleichungen des L o r e n t z -

Gases. 

§ 6. Die Maxwellsche Transportgleichung und 
die Boltzmannsche Stoßgleichung für das 

Lorentz-Gas aus Spinteilchen 

Die Transportgleichung gibt die Antwort auf die 
Frage nach der Änderung, welche der Mittelwert O 
eines Operators, genommen für alle Moleküle an 
einer gegebenen Raumstelle r , pro Zeiteinheit er-
fährt. Dieser Mittelwert ist durch ( 2 . 1 0 ) gegeben. 
Ohne Stöße ändert sich, in unserer klassischen Wel -
lenpaket-Näherung, O offenbar nur infolge der 
Translationsbewegung C der Wellenpakete, falls 
diese im Ortsraum inhomogen verteilt sind, und in-
folge der von einer äußeren Kraft den Wellenpaketen 
erteilten Beschleunigung b, falls die Verteilung im 
Geschwindigkeitsraum inhomogen ist. Das ist in-
soweit ganz analog wie beim einatomigen, spinfreien 
Gas und man hat also ohne Stöße *** 

/ S p [ 0 ( r , c ) 3f(c) +bdf (c) 
dr de dC = 0 . 

(6.1) 

Voraussetzung ist dabei, daß die Verteilungsmatrix 
und die äußere Kraft innerhalb der Ausdehnung der 
Wellenpakete, zumindest aber auf viele d e B r o g l i e -

Wellenlängen, konstant s ind; andernfalls würden 

*** Es bedeutet 
df (c) df(c) , dt (c) 

c . - = C s — d y dr dx 
3f(c) 

dz 

Die weiteren Argumente t, r von f sind hier und im 
folgenden der Kürze halber unterdrückt. 



sich die Materiewelleneffekte bemerkbar machen. 
Ferner ist angenommen, daß kein äußeres Dreh-
moment (Richtfeld) auf die Teilchen wirkt. 

Die Änderung von n 0 infolge der Stöße erhält 
man durch Addition aller Änderungen (5 .11) , wel-
che bei den einzelnen Wellenpaketen der Volum-
einheit an der betreffenden Raumstelle eintreten. Bei 
dieser Addition entsteht zunächst gemäß (2.9) aus 
dem Projektionsoperator P des Einzelteilchens der 
Verteilungsoperator f d e . Uber C ist sodann zu 
integrieren. Ferner ist zu berücksichtigen, daß (5.11) 
die Änderung des Erwartungswerts ( 0 ) beim Über-
streichen eines einzigen Streuers gibt. Tatsächlich 
überstreicht jedes Wellenpaket pro Zeiteinheit q c n1 

Streuzentren, wo nx deren Konzentration bezeichnet. 
Somit bekommt man bei Berücksichtigung der Stöße 
an Stelle von (6.1) 

3f(c) 

dr S p 4 C < 0 d e 

= «1 f Sp [ ° ( r , c ) a(e\ e, £) f ( c ) a f ( e , e', k) de ' 

- O (r, c ) • 2 n [a (e, e, k) f (c) (6.2) 
i 

- f ( c ) a t ( c , e,k)] c de 
k2 

Damit haben wir, in Matrizenschreibweise, die Max-
WELLsche Transportgleichung für das LoRENTZ-Gas 
aus Spinteilchen. 

Die Stoßgleichung soll die zeitliche Änderung der 
Verteilungsmatrix selbst angeben. Sie kann sofort 
aus (6.2) gewonnen werden. Es ist nur nötig, in 
dem Doppelintegral auf der rechten Seite, also in 
dem in a, a f bilinearen Term, die Variablen C, c ' 

bzw. e, e' in e', C bzw. a', e umzubenennen und 
den LiouviLLEschen Satz zu benutzen. Dieser besagt, 
daß de'de = de de'. 

An Stelle von (6.2) erhält man so 

Sp[o,r,e) (*<;•> de 

= »i j S p | o ( r , e) fa(e, e\k) f(e ') 

•aHe',e,k) de' - ( . . 
i 

Dies muß für beliebige Matrizen 0 ( r , C 
Das ist nur möglich, wenn 

c de 
¥ • 

gelten 

9F(c) 

dt 
c 

~ w 

+ e 9F(c) 
dr + b df(c) 

de 
(6.3) 

j a(e,e',k) f(e')a t(e' , e ,k) de' 

— 2:1 [a(e,e,k) f(e) - f (c ) at(e,c,A)] 

Damit haben wir, in Matrizenschreibweise, die Boltz-
mann-Gleichung für das LoRENTZ-Gas aus Spinteil-
chen. 

Die Reihenfolge der Faktoren in (6.2) und (6.3) 
ist wesentlich, da f, a und a+ im allgemeinen nicht 
vertauschbar sind *. Das erste Glied rechts in (6.3) 
stellt den Zuwachs von f (e) durch diejenigen Streu-
prozesse dar, bei denen vor dem Stoß die Geschwin-
digkeit irgendeine Richtung e ' und danach die Rich-
tung e hat; dieses Glied ist in a, a f bilinear und 
besitzt Integralform. Typisch ist, daß der Faktor f(c) 
in der Mitte steht, so daß also nicht die Kenntnis 
eines „Wirkungsquerschnitts" a a*/k2 allein genügt, 
sondern die Streuamplitude selbst (mit ihren Pha-
sen) bekannt sein muß. Das zweite Glied rechts in 
(6.3) stellt die Abnahme von f ( e ) durch diejenigen 
Streuprozesse dar, bei denen vor dem Stoß die Ge-
schwindigkeit die Richtung e und danach irgendeine 
Richtung hat. Dieses Glied enthält die Streuamplitu-
den a, a f in der Vorwärtsrichtung und ist in diesen 
linear. Es kann im allgemeinen nicht als ein dem 
ersten Glied ähnliches Integral geschrieben werden, 
wie es vom einatomigen Gas her geläufig wäre. Im 
speziellen mag dies aber doch der Fall sein, z. B. 
dann, wenn die Verteilungsmatrix f der Einheit pro-
portional ist, worauf wir in § 8 zurückkommen, oder 
wenn es sich um Teilchen vom Spin | und isotropen 
Streuer handelt; s. dazu M ü h l s c h l e g e l und K o p p e 7 . 

§ 7. Übertragung der Überlegungen von § 5 und 
§ 6 auf reine Gase aus Spinteilchen 

In den beiden vorigen Paragraphen haben wir 
uns der Einfachheit halber auf das LoRENTZ-Gas be-
schränkt. Die Erweiterung auf den Fall eines reinen 
Gases, dessen Moleküle einheitlichen Spinbetrag ha-
ben, läßt sich ohne Schwierigkeit vornehmen. 

a) Änderung von (0) beim Stoß zweier Gasteilchen 

Bei den Betrachtungen in § 5 über das L o r e n t z -

Gas hatten wir das Streuzentrum als unveränderlich 
angenommen und demgemäß kam in (5.1) nur eine 
einzige, auf das stoßende Teilchen sich beziehende 
innere Wellenfunktion 2 XFM(X) olm vor. Beim Stoß 

M 
zweier gleichartiger Partner mit den Geschwindig-
keiten C und Cx im Laboratoriumssystem, welcher 
jetzt betrachtet werden soll, müssen dagegen die in-
neren Wellenfunktionen beider Teilchen, 

* Die andere Reihenfolge der Faktoren in Gl. (5) der Note 6 

rührt davon her, daß dort die Streuamplitude a anders 
definiert ist. 



2 S F j f W a*(c) und 2 WMl(Xi) « « . (C i ) , 

gegeben sein. Die Variablen C und Cx im Argument 
der Superpositionskoeffizienten a sollen lediglich 
darauf hinweisen, daß es sich im allgemeinen um 
zwei verschiedene a-Sätze handelt. Das genügt vor-
läufig zur Unterscheidung. Es soll damit natürlich 
nicht zum Ausdrude gebracht sein, daß im Gas alle 
Moleküle mit gleicher Geschwindigkeit C die gleichen 
Werte a hätten. Den Ortsvektor vom einen Molekül-
schwerpunkt zum anderen bezeichnen wir wieder mit 
V = r e', die Relativgeschwindigkeit vor dem Stoß 
mit C — Cx = g =gß . Mit letzterer hängt gemäß 
(3.1) der Wellenvektor k = ke zusammen. Die Ge-
schwindigkeiten C, Cj der beiden Teilchen im La-
boratoriumssystem vor dem Stoß werden durch die 
Schwerpunktsgeschwindigkeit Cs und die Relativ-
geschwindigkeit g e gemäß 

c = c s + § g e , c ^ c s - l g e 
mit C s = g ( C + C1) (7.1) 

dargestellt. Analog gilt nach einem Stoß, bei dem 
die Relativgeschwindigkeit die Richtung e' annimmt, 
für die entsprechenden Teilchengeschwindigkeiten 
im Laboratoriumssystem 

c ' = c s + | g e ' , c 1 , = c s - | g e ' . (7 .1 ' ) 

Indem wir die Wellen (3.12) bzw. (3 .14) mittels 
der Koeffizienten OLM(C) a,v/1(C1) linear kombinieren 
und, analog wie in § 5, zum Wellenpaket übergehen, 
erhalten wir als Verallgemeinerung von (5.1) und 
(5.2) für den im Schwerpunktssystem betrachteten 
Zweierstoß die folgenden Ausdrücke: 

V = 2 ^mw, aM M t exp (i k r ' ) A (7.2) 
MM, 

+ 2 ^M'Mi V-M'Mi V , A , 
M'Mi T 

yj* = A* exp { - i k r ' ) 2 ^v/v, (7.3) 
NN, 

+ A'* 6 r 2 a-v'A'i' •NI . k T' 

Dabei ist abkürzend gesetzt 

olmm, = olmm, (C, C j =a„(c) au.iCj); 

ajvjy, analog (7.4) 
und 

<*'M'Mi — 2 aM'Mi',MMl (e\ e,k) CLMMi , 
MM. 

(7.5) 
'* V * t / ' , X 

CLN'NI — Z J ^NN, ANN„N'NI ( ß , C , K) . 
NNi 

Für die orts- und zeitabhängigen Amplituden 
A,..., A'*, welche die Gestalt des Wellenpakets vom 
Querschnitt q bzw. diejenige der Hohlkugelwelle fest-
legen, gelten wieder die Beziehungen (5.4) und (5.5). 
Formal besteht also der einzige Unterschied gegenüber 
den entsprechenden Gleichungen von § 5 in der Ver-
dopplung der Indizes. Somit können die weiteren 
Überlegungen von § 5 weitgehend benutzt werden. 

Zunächst sei der Erwartungswert eines Operators 
0 ( c , C j ) berechnet, welcher auf die magnetisdien 
Quantenzahlen beider Partner-Moleküle wirkt und 
welcher von deren Geschwindigkeiten sowie vom Ort 
als klassischen Parametern abhängen kann. Für ( O ) 
gilt eine ganz ähnliche Formel wie (5 .8 ) . Wir brau-
chen nur, entsprechend der jetzigen Indizesverdopp-
lung, im Anschluß an (2.5) und an (7.4) den Pro-
jektionsoperator eines Molekülpaares 

PMM„NN, ( C , C j ) = A MM, ( C , C A ) a w , ( C , C j ) * ( 7 . 6 ) 

einzuführen. Man sieht, daß dieser Paar-Projektions-
operator mit den Projektionsoperatoren der Einzel-
moleküle nach Art des direkten Produkts zusammen-
hängt: 

PMM1,NN1 ( C , C j ) = P M N ( C ) PM,N, ( c t ) ( 7 . 7 a ) 

oder in Matrizenschreibweise 

P(c,c1) = P(c) x P ( c 1 ) . ( 7 . 7 b ) 

Ferner ist die Spurbildung jetzt über beide Indizes 
zu erstrecken. Um dies zu verdeutlichen, wollen wir 
künftig bei Matrizen mit paarweisen Indizes die 
Spurbildungen über einen Index 

(SPI MN — 2 ÜMM1 , NM, M, 
oder (Sp Ü)M,N, = 2 AMM„MN, (7.8) 

M 

unterscheiden von der Doppelspur über beide In-
dizes: 

S p S p 1 a = 2 AMM1,MM1 = S p t S p a . (7.9) 
MM, 

Demnach sind Sp1 a und Sp a noch Matrizen, und 
zwar solche mit einfachen Indizes, während die Dop-
pelspur eine gewöhnliche Zahl darstellt. Damit ist 
genug gesagt zu der Übertragung von (5.8) auf das 
Zweiteilchensystem und wir können uns nun sofort 
das Ergebnis für die Änderung von ( 0 ) beim Zweier-
stoß notieren. Wir erhalten es einfach durch Ver-
dopplung der Variablen C und der hinzu zu denken-
den Indizes in ( 5 . 1 1 ) : 



0 ) nach - ( 0 ) vor 

7.2 SPSPl k2q 
0(c ' , c / ) o(e',e)P(c,c1) af(e, e') de' ( 7 .10 ) 

0(c, cx)- n [a (e, e) P(C, Cj) - P(c, ct) at(e, e)] 

Im weiteren interessiert nur ein Operator O ( C ) , mit paarweisen Indizes gilt nach (7 .8 ) und (7 .9 ) 
welcher sich auf ein einziges Molekül, sagen wir das-
jenige mit der Geschwindigkeit C bzw. C , bezieht 
und demnach auch nur auf die diesem zugeordneten 
Indizes wirkt. Wir nehmen jetzt also speziell an, daß 

Sp Sp1[0(c, C ^ a ] = v Oms(C) aNMuMM, 
MNMi 

= Sp[0(c) SP la] . 

Omm^nn, (C, Ct) =Oa/.v(C ) ( 7 . 11 ) Dies wenden wir in ( 7 . 1 0 ) an und erhalten so für 
Für einen solchen Operator und irgendeine Matrix a den speziellen Operator aus ( 7 . 1 1 ) 

; 0 ) n a c h - ( 0 ) v o r 

= kl SP { fo(c') Sp1[a(e /,e) P(c,ci) at(e,e')] de' 
2.1 

( 7 .12 ) 

O ( C ) • : S P l [ a ( C , C ) P (C ,C 1 ) — P(C, C t ) a + ( c , c ) ] | . 

Jetzt können wir zur Transportgleichung für einen 
Operator der Art ( 7 . 1 1 ) übergehen. 

b) Die Maxwellsche Transportgleichung für ein 
reines Gas aus Spinteilchen 

Ohne Stöße lautet die Transportgleichung für ein 
reines Gas genau so wie für das LoRENTZ-Gas, siehe 
( 6 . 1 ) . Auch die Voraussetzungen, welche dabei er-
füllt sein müssen, sind die gleichen. 

U m die zeitliche Änderung von n 0 infolge der 
Stöße zu erhalten, hat man jetzt von (7 .12 ) auszu-
gehen. Diese Gleichung gilt für ein einzelnes Mole-
külpaar. W i r haben über alle Molekülpaare i, ix der 
Volumeinheit zu summieren, deren Partner Geschwin-
digkeiten C, Cj in den Intervallen d e , d c t besitzen. 
In Analogie zur Definition (7 .7 a, b ) des Paar-
Projektionsoperators führen wir einen Paar-Vertei-
lungsoperator ein gemäß 

/ l/.u,..v.v, (t, r, c, Cj) = fusit, r, c) fMiNl ( t , r, c j 
(7 .13 a) 

oder in Matrizenschreibweise 

l(t,r,c,cx) =f(t,r,c) x f ( « , r , c , ) (7.13 b) 
(direktes Produkt ) . Durch die genannte Summation 
entsteht somit gemäß dem Zusammenhang (2 .9 ) 
von f mit P aus dem Paar-Projektionsoperator in 
( 7 . 1 2 ) die Paar-Verteilungsmatrix: 

2 P(i>(c, Cj) = f (t, r, c , ct) de d C i . ( 7 . 14 ) 
h 

Nun ist noch zu bemerken, daß jedes Molekül C in 
der Zeiteinheit mit allen Molekülen zusammen-
stößt, welche im Volumen q g enthalten sind; q be-
deutet — wie in ( 7 . 1 2 ) — den Querschnitt des 
Wellenpakets. Indem wir schließlich über alle Ge-
schwindigkeiten C und integrieren, entsteht aus 
der Vereinigung von ( 6 . 1 ) und ( 7 . 1 2 ) die Verall-
gemeinerung der MAXWELLschen Transportgleichung 
auf Gase aus Spinteilchen: 

[ s P O (r,c) 'df (c) 
dt 

df(c) 
dr 

d f (c ) 
de 

dC 

= ff Sp { fo(r, e') SPl [a (e', e, k) f(c, ct) a+(e, e', k)] de' 

— 0(r, c) • SPj[a(e, e,k) f(c, c,) - f ( c , c j aUe, e, k) ]| 

(7.15) 
g de dc'j 

k2 



c) Die Erhaltungssätze für Teilchenzahl, 
Energie und Impuls 

Als eine erste Anwendung von ( 7 . 1 5 ) m ö g e das 
Bestehen der Erhaltungssätze verifiziert werden. Es 
sei speziell der Operator 0 ( r , C ) proport ional der 
Einheit, so daß er als gewöhnliche Zahl zu behan-
deln ist und in (7 .15 ) das Zeichen Sp hinter 0 gesetzt 
werden kann. Nun hängt allgemein die Spur (über 
alle Indizes) des Produkts zweier beliebiger Matrizen 
a und b nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab : 

Sp Sp j (a b) = Sp Spx (b a ) . 

Daher kann in ( 7 . 1 5 ) in dem zweiten Term rechts, 
welcher in a und a f linear ist, der Faktor f unter der 

dnO 
dt 

Für die Erhaltungsgrößen des Stoßes 0 = 1 ; 
( m / 2 ) c 2 ; m C verschwindet der Ausdruck in der 
ersten eckigen Klammer auf der rechten Seite iden-
tisch. So hat man für das Gas die Erhaltungssätze 
der Teilchenzahl, der Energie und des Impulses. Der 
Erhaltungssatz des Drehimpulses kann mittels der 
Transportgleichung ( 7 . 1 5 ) nicht in voller Strenge 
zum Ausdruck gebracht werden. Weil in ( 7 . 1 5 ) die 
Verteilungsmatrizen f alle an derselben Raumstelle V 
zu nehmen sind, wird die beim Stoß eintretende Än-
derung des Bahndrehimpulses nicht wiedergegeben 
(wohl aber diejenige des Sp ins ) . 

d) Die Boltzmannsche Stoßgleichung für ein reines 
Gas aus Spinteilchen 

Als zweite Anwendung von ( 7 . 1 5 ) fragen wir 

Doppelspur ausgeklammert werden. In der Klammer 
steht dann die Differenz a(e,e) — a + ( e , e ) , welche 
nach dem Schattentheorem (4.1 b ) durch ein Integral 
über e' dargestellt werden kann. Nach dieser Um-
formung werde die Umbenennung C, C1? c ' , c / —> 
C t , C, CJ , C vorgenommen. Bei dieser kehren <?, £ 
das Vorzeichen um, man hat aber wegen der Gleich-
artigkeit der Teilchen die selbstverständliche Bezie-
hung 

aMi.M', A1,M ( — C , — C) = ClM'Mi, MM, (C , C) . 

Nun nimmt man das arithmetische Mittel aus dem 
ursprünglichen Ausdruck und dem durch die Um-
benennung entstandenen. Damit erhält man für solch 
einen „klassischen" Operator die Transportgleichung 
in der Gestalt 

nach der zeitlichen Änderung der Verteilungsmatrix 

selbst. Dazu vertauschen wir in dem dreifachen In-

tegral, erster Term rechts in ( 7 . 1 5 ) , die gestriche-

nen und die ungestrichenen Variablen und benutzen 

den LiouviLLESchen Satz 

de' de dct = de de' de/ . 

Dadurch steht auf der rechten Seite von ( 7 . 1 5 ) in 
beiden Termen derselbe Operator 0 ( r , C) vor dem 
Symbol S p x . Nun kann man, da die Transportglei-
chung für ganz beliebige Operatoren O gilt, beider-
seits auf die Integration über C sowie die Spurbil-
dung Sp verzichten und den Matrix-Faktor O über-
all weglassen. Damit erhält man 

= 2 / / / +0(°i) -0(C) - O ( C j ) ] • Sp Spj [a(e', e) f (C, Ct) af(e, e') ] ^e'dedc, 

df(c) 
dt 

df(e) 
dr 

SPl 

d F(c) 
de 

( 7 . 1 6 ) 

a(e,e',k) f(c', c 1 ' )a t (c / , e,k) de' - " f [a(e, e,k) f(c, c j - f ( e , c j a t(e, e, k)] r1 

Jfc« 

als Verallgemeinerung der BoLTZMANNschen Stoß-
gleichung auf Gase aus Spinteilchen. A n die Defini-
tion (7 .13 ) der Paarverteilungsmatrix f(C, C t ) und 
an die Definition (7 .8 ) des Zeichens Sp t sei noch-
mals erinnert. 

Eine Bemerkung zur Schreibweise sei noch an-
gefügt. Statt der Indizierung, wie sie in ( 3 . 1 2 ) 

bzw. ( 3 .14 ) für die Streuamplitude a bzw. a f vor-
genommen ist, könnte man auch die Indizierung 
aM'M-,Ml'Ml bzw . cUtf/w; MsMi wählen. Die Matrizen-
multiplikation wäre dann in der Weise 

(ab) MM-MiMi = 2 aMM"; M,M, " ^M"M'; Mi'Mi ( 7 . 1 7 ) 
M'Mi' 



vorzunehmen. Das direkte Produkt (7 .13) wäre be-
sonders einfach durch 

9 M i r» 
dt 

3/(c) 
3c (8.2) 

fMN-,MlNl (c,c1)=/.Viv(c)/A/1v1(c1) ~ [J[ / (c ' ) / (c 1 , ) - / (c) / (c 1 ) ]o(e ' ,e ,g)gde'dc 1 . 
definiert und man könnte in (7 .15) und (7 .16) un-
mißverständlich 

f ( C , C 1 ) = f ( C ) f 1 ( e 1 ) , usw. (7 .18) 

schreiben. Diese Schreibweise ist von Vorteil, wenn 
man die Operatoren a , a*, f, fx durch Funktionen 
(Polynome) der Spinoperatoren s , sx ausdrücken 
will. 

§ 8. Die Näherung isotroper Spinverteilung 

Die bei den Transportvorgängen in Gasen statt-
findende Ausrichtung der Moleküle ist im allgemei-
nen sehr geringfügig und zu vernachlässigen. Wenn 
nicht gerade ein starkes äußeres Richtfeld da ist wie 
b e i d e n U n t e r s u c h u n g e n v o n S e n f t l e b e n u , w a s w i r 
jedoch ausgeschlossen haben, so kann man in guter 
Näherung die Annahme machen, daß die Verteilungs-
matrix der Einheit proportional ist: 

fMN(t, r, c) = -- f{t, r, c) öMN (8.1) 

Dann ist also statt einer Matrix nur eine gewöhnliche 
Funktion f(t,r,C) zu bestimmen. Die Matrixglei-
chung ( 7 . 1 6 ) muß formal in die klassische B o l t z -

MANN-Gleichung übergehen. Dies kommt folgender-
maßen zustande. Im zweiten Glied auf der rechten 
Seite von ( 7 . 1 6 ) kann wegen ( 8 . 1 ) der Faktor 
f(C, C x ) ausgeklammert und das Schattentheorem 
(4.1 b ) angewandt werden. Sodann werde beider-
seits die Spur Sp über die noch freien Indizes ge-
nommen mit dem Ergebnis 

Hierbei wurde ein effektiver Streuquerschnitt o ein-
geführt gemäß 

o(e',e,g) (8.3) 

= (27+1)^2 SPSPl[o(e,e',k)oHe\e,k)] 

= 7 F 7 T T T 2 A-2 2 I  a M M l , M Mi- ( e , e ' , k ) | 2 . (AJ + l) K M 

Der Streuquerschnitt o hat keinen Index mehr. Da 
keine Raumrichtung (Bezugsrichtung) bei dem 
Zweierstoß mehr ausgezeichnet ist, kann o nur von 
dem Winkel X zwischen der Einfallsrichtung C und 
der Streurichtung e' abhängen: 

o(e', e, g) = o(x,g) = 0(e, e\ g). (8.4) 

Demnach stimmt (8 .2 ) formal vollständig überein 
mit der BoLTZMANN-Gleichung für das einatomige 
Gas. 

Die Gl. (8 .4 ) wird als die Relation des detaillier-
ten Gleichgewichts (detailed balance) bezeichnet. Es 
ist typisch, daß die einfache BoLTZMANN-Gleichung 
(8.2) ganz von selbst in Verbindung mit der detailed 
balance erscheint. Wenn letztere wegfällt, weil es auf 
die Orientierungseffekte ankommt und die einzelnen 
richtungsquantisierten Zustände unterschieden wer-
den sollen, so muß man zu der komplizierteren 
BoLTZMANNschen Matrizengleichung (7 .16) zurück-
kehren. An dieser Sachlage ändert sich auch nichts, 
wenn man diejenigen Symmetrierelationen der Streu-
amplitude heranzieht, welche durch die Zeitumkehr-
invarianz der quantenmechanischen Bewegungsglei-
chungen 12 bedingt sind. 

11 H. S E N F T L E B E N , Phys. Z . 31, 8 2 2 , 9 6 1 [ 1 9 3 0 ] . 
12 Siehe z. B. L. W A L D M A N N , Transporterscheinungen in Gasen 

von mittlerem Drude, in Flügge's Handbuch der Physik, 

Bd. 12, Ziff. 89 und 95, im Erscheinen; dort finden sich 
einschlägige Literaturangaben zur Zeitumkehrinvarianz. 


