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(Z. Naturforschg. 13 a, 609—620 [1958] ; eingegangen am 12. Mai 1958)

Der Zustand eines verdiinnten Gases, dessen Teilchen einen Eigendrehimpuls (Spin) von konstan-
tem Betrag (Quantenzahl J), jedoch variabler Orientierung (Quantenzahl A) besitzen, wird durch
eine Verteilungsmatrix fyn (¢, 7, ¢) mit 2 J+1 Zeilen und Spalten beschrieben. Die Streuamplituden:
matrix My, MM, (e,” e, k) fiir den Zweiersto im Schwerpunktssystem, d. h. fiir die Streuung einer
ebenen Welle mit der Wellenzahl k£ und der Richtung e in die neue Richtung e’ mit entsprechenden
Spinstellungen, wird als bekannt vorausgesetzt. Dann kann man einen allgemeinen Ausdruck fiir die
Anderung des Erwartungswertes eines beliebigen Operators Oyx (¢) beim Zweierstof angeben. Dieser
Ausdruck 1a8t sich auf das Gas iibertragen und fiihrt zur Maxwerischen Transportgleichung fiir den
Mittelwert O, d. i. Gl. (6.2) fiir das LorenTtz-Gas bzw. Gl. (7.15) fiir das reine Gas. Von der Transport-
gleichung gelangt man durch eine einfache Uberlegung zur Borrzmansschen StoBgleichung fiir Spin-
teilchen, d.i. Gl. (6.3) bzw. Gl. (7.16). Sie ist eine Matrixgleichung. Der Beitrag der Stole zur
Anderung von f besteht aus zwei Gliedern. Das eine Glied ist bilinear in den Streuamplituden a, af;
iber alle StoBrichtungen wird integriert. Dieses Glied gibt an, wieviel Teilchen einer betrachteten
Geschwindigkeit und Spinorientierung ,entstehen®. Das andere Glied ist linear in den Streuamplitu-
den a bzw. at; sie sind fiir die Vorwirtsrichtung €’ = e zu nehmen. Dieses Glied gibt an, wieviel
Teilchen der betrachteten Art ,verschwinden“. In der Naherung isotroper Spinorientierung ist die
Verteilungsmatrix der Einheit proportional, also eine gewohnliche Funktion. Durch Anwendung des
Schattentheorems (optischen Theorems) fiir die Streuamplitude gelangt man in dieser Nédherung
formal zuriick zu der geldufigen Borrzmann-Gleichung fiir einatomige Gase (aus spinlosen Teilchen)
mit einem Wirkungsquerschnitt, der durch Mittelung iiber alle Spinstellungen entstanden ist und fiir
den die ,,detailed balance“-Relation gilt. Fiir die einzelnen Spinzustinde hat man bekanntlich keine
solche direkte Relation. Es ist deshalb befriedigend, daf3 die strenge Borrzmax~-Gleichung fiir Spin-
teilchen sich formal deutlich von derjenigen fiir spinlose Teilchen unterscheidet.

Die kinetische Theorie der mehratomigen Gase ist
nicht so weit ausgearbeitet wie die der einatomigen.

UnLENBECK ® begonnen, sich dabei aber auf den spe-
ziellen Fall anregbarer, kugelsymmetrischer, nicht-

Das scheint selbst fiir die Grundlagen der Theorie
zu gelten.

Es findet sich zwar schon bei Borrzmann! eine
Fundamentalgleichung fiir mehratomige Gase (daran
schlieBt sich die bekannte Diskussion des H-Theorems
auf Grund von Stofzyklen an). Als spezielle Falle da-
von kann man die Ausgangsgleichung von Pmpuck >
ansehen (Pmpuck hat die Kinetik des Bryanschen
Modells ® der rauhen Kugeln durchgerechnet), sowie
die Fundamentalgleichung, welche neuerdings Cur-
Tiss * seiner Behandlung der kinetischen Theorie
nichtkugelformiger, starrer Molekiile zugrunde gelegt
hat. Alle diese Betrachtungen basieren auf der klas-
sischen Mechanik. Das wird in vielen Fallen praktisch
bei geniigend hoher Temperatur gerechtfertigt sein.

Aber man sollte in der kinetischen Theorie grund-
satzlich von der quantenmechanischen Beschreibung
ausgehen, und das besonders dann, wenn die inne-
ren Freiheitsgrade der Gasteilchen ins Spiel kom-
men. Solche Untersuchungen haben Wane Crane und
1 L. Bovrrzmany, Vorlesungen iiber Gastheorie II. Teil, VII.

Abschnitt, Barth, Leipzig 1898.

2 F. B. Piobuck, Proc. Roy. Soc., Lond. A 101, 101 [1922];

s. a. bei S. Cuapman and T. G. Cowrine, Mathematical

Theory of Non-Uniform Gases, University Press, Cam-
bridge 1939, Kap. 11.

rotierender Molekiile beschrinkt, deren Energie-
niveaus geniigenden Abstand haben. Man kann hier
die Molekiile in verschiedenen Anregungszustidnden
als ineinander umwandelbare Komponenten eines
quasi-einatomigen Gemischs auffassen. Die zugeho-
rigen unelastischen Streuquerschnitte werden als be-
kannt angenommen und eine Fundamentalgleichung
wird angesetzt, welche eine unmittelbare Ubertragung
der Borrzmann-Gleichung fiir eigentliche einatomige
Gemische darstellt.

In der vorliegenden Arbeit soll der Fall rotieren-
der Molekiile unter dem Gesichtspunkt der Quanten-
mechanik aufgegriffen werden. Der Betrag des Eigen-
drehimpulses der Molekiile, im folgenden meist kurz
als Spin bezeichnet, wird dabei als einheitlich und
konstant angesehen. Die ZusammenstoBe sind also
elastisch — es wird keine innermolekulare Energie
getauscht —, jedoch kann sich beim Stof} die Orien-
tierung der Spins der StoBpartner dndern. Der Stof}
wird durch eine quantenmechanische Streuamplituden-

3 G. H. Bryav, Brit. Assoc. Reports 1894, S. 64—102.
* C.F. Curmss, J. Chem. Phys. 24, 225 [1956].

C. S.Wanc Cranc u. G. E. UnLesseck, Eng. Res. Inst. Univ.
Michigan Report CM 681, Juli 1951.
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matrix beschrieben, welche auf die Spinindizes wirkt
und als gegeben vorausgesetzt sei. Zur Beschreibung
des Gaszustandes dient eine ebenfalls auf die Spin-
indizes wirkende Verteilungsmatrix, welche an die
Stelle der vom einatomigen Gas her geldufigen Ver-
teilungsfunktion tritt. Die aufzustellende Fundamen-
talgleichung soll die zeitliche Anderung dieser Ver-
teilungsmatrix infolge der Translation der Mole-
kile bzw. der dulleren Kraft — reversibel — und
infolge der ZweierstoBe — irreversibel — geben.
Um diese quantentheoretische Version der Bovrz-
MANN-Gleichung zu erhalten, wird zunéchst die
entsprechende MaxweLLsche Transportgleichung auf-
gesucht. Da es sich um verdinnte Gase handeln
soll, bleibt der Gesichtspunkt der Gasentartung
auller Betracht; demgemiafl wird die Translations-
bewegung der Molekiile klassisch behandelt, natiir-
lich abgesehen von den Stofen. Diese Niherung
ist bei allen Gasen und Temperaturen verniinftig.
Wenn ein dufleres Feld beschleunigend auf den Teil-
chenschwerpunkt wirkt, so soll vorausgesetzt sein,
dal} das zugehorige Potential sich wenig &ndert auf
einer Strecke von der GréBenordnung der e BroGLIE-
Wellenldnge, welche der Translationsbewegung der
Molekiile bei der betreffenden Temperatur im Mittel
zugeordnet ist. Ein Drehmoment soll das dufere Feld
auf die Molekiile nicht ausiiben. Die Borrzmanw-
Gleichung, zu der man gefithrt wird, unterscheidet
sich von der klassischen auch in formaler Hinsicht;
das ist befriedigend im Hinblick auf das Prinzip
vom detaillierten Gleichgewicht, welches bei rotie-
renden Teilchen bekanntlich nicht fir die einzelnen
Orientierungszustande, sondern nur summarisch an-
wendbar ist.

Eine kurze Mitteilung der hauptséchlichen Ergeb-
nisse der vorliegenden Arbeit ist schon gegeben wor-
den ®, Eine Anwendung hat die BoLrzman~-Gleichung
fir Spinteilchen gefunden durch MinLscHLEGEL und
Koppe 7, welche daraus das Verhalten der Elektronen-
polarisation bei der Vielfachstreuung berechnet ha-
ben. Ein weiteres System, bei welchem die Voraus-
setzung des festen Spinbetrags zutrifft, ist der Ortho-
Wasserstoff bei tiefen Temperaturen. Allerdings wird
man sich hier kaum fiir die Spin-Orientierung in-
teressieren. Man wird in diesem Fall alsbald zu der
isotropen Naherung tibergehen, in welcher die Ver-
teilungsmatrix der Einheit proportional, d. h. eine
gewohnliche Funktion ist.

6 L. Warpmaxxy, Z. Naturforschg. 12a, 660 [1957].
” B. Minuscuiecer u. H. Korre, Z. Phys. 150, 474 [1958].
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Die Methode, die wir zur Aufstellung der Bovrrz-
MANN-Gleichung anwenden werden, beruht, was die
Translationsbewegung der Molekiile zwischen zwei
StoBen anbelangt, auf der Vorstellung von Wellen-
paketen und ist insoweit klassisch. (Nicht klassisch
ist natiirlich die Behandlung des Spins und die der
StoBe.) Das hat den Vorzug der engen Anlehnung
an die einfache heuristische Herleitung der Bovrrz-
MANN-Gleichung fiir einatomige Gase. Vom theore-
tischen Gesichtspunkt aus befriedigender wire es,
die Deduktion aus der v. Neumannschen Anderungs-
gleichung der Dichtematrix, unter Einschlul der
Translationshewegung, vorzunehmen mittels geeigne-
ter Zusatzannahmen, welche zur Irreversibilitat fiih-
ren. Das soll bei anderer Gelegenheit nachgeholt
werden.

§ 1. Die Drehimpulseigenfunktionen der
Molekiile. Wellenpakete

Der Eigendrehimpuls (kurz Spin) der Gasteilchen
sei dem Betrag nach einheitlich und konstant; er
werde durch die ganz- oder halbzahlige Quanten-
zahl J charakterisiert. Die Orientierung des Spins
in bezug auf eine beliebig wihlbare, raumfeste
z-Richtung sei durch die magnetische Quantenzahl M
charakterisiert. Diese kann die 2/ + 1 Werte

./ R ET, S W (1.1)

annehmen. Wenn kein dufleres Drehmoment auf die
Molekiile wirkt, so ist deren innere Energie in allen
2J + 1 Orientierungszustinden die gleiche. Diese Rich-
tungsentartung sei im folgenden stets angenommen.
Die inneren Koordinaten der Molekiile bezeichnen wir
zusammenfassend mit dem Buchstaben X ; das konnen
Orts- und Spinkoordinaten der Molekiilbausteine sein
oder Winkelkoordinaten, welche die Molekilachse
festlegen, oder, wenn es sich um Elementarteilchen
handelt, einfach deren Spinkoordinate. Fiir die in-
neren orthonormierten Eigenfunktionen eines ruhen-
den Gasteilchens schreiben wir sodann

Yo Wy(X) mit [Py Wy dX=0yy. (1.2)
Einen beliebigen Zustand des Molekiils erhalt man
durch Linearkombination der Eigenfunktionen (1.2)
und Hinzufiigung eines die Schwerpunktbewegung
Ortsvektor r im Laboratoriumssystem — be-
schreibenden Faktors. Es moge sich um ein im Ver-
haltnis zur pe Brocrie-Wellenldnge rdumlich weit
ausgedehntes Wellenpaket handeln mit hinreichend
scharfem Wellenzahlvektor m €/h , wo m die Masse,
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¢ die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Molekiils
und k die Prancksche Konstante bedeutet. Fiir die
Wellenfunktion werde demgemal} geschrieben

Y= Z Vyay-exp(imer/h)A(r, 1) (1.3)
I
mit der Normierung *
[[w*wdrdx=1. (1.4)

Der Amplitudenfaktor A, welcher die Gestalt des
mit der Gruppengeschwindigkeit € fortschreitenden
Wellenpakets gibt, sei selbst gemal3

[a*4dr=1 (1.5)

gewahlt. Fur die Amplituden a gilt dann wegen der
Orthonormierung (1.2) der Drehimpulseigenfunk-
tionen ihrerseits

(1.6)

Y *
S oy ay=1
P

M

als Normierungsbedingung.

§ 2. Die Verteilungsmatrix f(z, 7, €) fiir das Gas

Den Zustand eines einatomigen Gases beschreibt
man in der klassischen kinetischen Theorie durch eine
reelle, nicht-negative Verteilungsfunktion f(¢, 7, ¢€),
welche — nach Multiplikation mit dem Zellenvolu-
men — angibt, wieviele der punktf6rmigen Teilchen
zur Zeit ¢t in der Zelle dr de sich befinden. Diese
Zellen soll man sich als klein, jedoch endlich vor-
stellen. Es sei O(r, €) irgendeine fiir ein Gasatom
definierte Funktion. Dann gilt fur deren lokalen
Mittelwert

o(t,r) = :l—/O(r,c) fte,r,e)de. (2.1)

Dabei ist

n(t,r) = /f(t, r.c) de (2.2)

die Konzentration der Atome.

Es handelt sich nun darum, diese Begriffe auf
mehratomige Gase zu erweitern. Das Mittel dazu lie-
fert die v. Neumannsche Dichtematrix 8.

Wir denken uns das Gas aufgebaut aus rdumlich
getrennten Wellenpaketen der Art (1.3). Zunichst
fragen wir nach dem Erwartungswert irgendeines auf
den Index M wirkenden Operators O (7T, €j fiir ein
einzelnes Molekiil *. Der Operator O kann z. B. eine

* Es bedeutet in dieser Arbeit
dr=dxdydz, de=dczdcydc: usw.
8 J.v.Neumasxy, Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik, Springer, Berlin 1932, IV. Kapitel.
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Spinkomponente sein. Er kann aber, wie die Schreib-
weise andeutet, eventuell auch Ort und Geschwindig-
keit des Wellenpakets als (klassische) Parameter ent-
halten; eine exakte quantenmechanische Behandlung
der Translationsbewegung ist fur die Zwecke der
Theorie verdiinnter Gase nicht erforderlich. Ein Bei-
spiel fir einen solchen orts- und geschwindigkeits-
abhéngigen Operator ist der Gesamtdrehimpuls eines
Molekiils, d.i. die Summe aus dem Spin und dem
Bahndrehimpuls 7 x p der Translation.
Der Operator O sei gemal
(O¥)y= Z Yy Oy (2.3)
g
durch eine Matrix dargestellt. Sein Erwartungswert
im Zustand (1.3) betrégt
(0) = // p*OydrdX = Z ay* Ovyay. (2.4)
TRy
Dabei ist vorausgesetzt, daf} sich O innerhalb des
Wellenpakets wenig dndert; gleichzeitig ist von (1.5)
Gebrauch gemacht. Zur Erzielung kurzer und von der
Wahl der Basiszustinde ¥y unabhéngiger Schreib-
weise ist es zweckmiBlig, den Projektionsoperator P
einzufithren durch

Pyy=ayay®. (2.5)
Fir P gilt nach (1.6)
> Pyy=SpP=1. (2.6)

M

Damit lautet (2.4) dann
(0) = Z Oyy Pyy=Sp[OP]=Sp[PO]. (2.7)

MN

Nun ist sofort der Ubergang zum Gas zu vollziehen.
Wir greifen die in der Volumeinheit an der Stelle
enthaltenen Molekiile heraus, welche durch rdumlich
getrennte Wellenpakete mit Geschwindigkeiten € in
de dargestellt sind, unterscheiden sie durch den
oberen Index i und definieren die Verteilungsmatrix f

durch
fun(t.r,e) de = X ay' ay@* (2.8)
oder kurz
f(¢,r,¢) de = :P“". (2.9)

(]

In derselben Weise erhilt man durch Summation
der Erwartungswerte (O) aus (2.7) fir die ver-

* Operatoren (Matrizen) werden in dieser Arbeit der Deut-
lichkeit halber in Blockschrift geschrieben, falls die Indizes
weggelassen sind. Beispiele: O, P, {, a.
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schiedenen Wellenpakete den lokalen gemittelten Er-
wartungswert fiir das Gas. Pro Molekiil ergibt sich

0n = [ 3 Ow(r.e) fusts,r.c) de

- ;L/Sp[Of] de. (2.10)
Dabei gilt jetzt fiir die Teilchenkonzentration
n(, )= [Spis T €) de. (2.11)

Die t-Matrix ist hermitesch und positiv-semidefinit;
das ergibt sich direkt aus der Definition (2.8). Ihre
2J+1 Eigenwerte sind also, wie die Werte der
klassischen Verteilungsfunktion fiir einatomige Gase,
immer und tberall reell und nicht-negativ. Gleiches
gilt, bei beliebiger Wahl der Basiszustande ¥y, fiir
die Diagonalelemente fyy .

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, etwas
iiber die zeitliche Anderung der Verteilungsmatrix
zu erfahren. Da der Einflul} der MolekularstoBe das
Problematische dabei ist, werden in den beiden
ndchsten Paragraphen die im weiteren benétigten
Aussagen der Quantenmechanik iiber den Streuvor-
gang zusammengestellt.

§ 3. Die Streuamplitudenmatrix a(e’, e, k)

Zunichst werde die Streuung von Kugelwellen
betrachtet. Gegeben seien zwei Gasteilchen mit den
Spinzustdnden M und M, welche sich im gemein-
samen Schwerpunktssystem als einlaufende Kugel-
welle mit den Bahndrehimpuls-Quantenzahlen [, m

und der radialen Wellenzahl

k=mqglh (3.1)

einander nihern. Dabei bezeichnet m;,q=m/2 die
reduzierte Masse der beiden Teilchen und g den Be-
trag ihrer Relativgeschwindigkeit vor (und nach)
dem Stof}. Den Ortsvektor vom einen Molekiilschwer-
punkt zum anderen bezeichnen wir mit #’ =7’ €” und
fihren die asymptotischen aus- bzw. einlaufenden
Kugelwellen ein

P = Vo, (X, X,) e;/;’” Yim(te€). (3.2)
Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt

Yuu, (X, Xy) =¥u(X) Pu, (Xy), (3.3)

ﬂ:(M9M13l:m) (3'4‘)

und Y, bezeichnet die orthonormierten Kugelflachen-
funktionen **

L. WALDMANN

[ Ytu(€) Yy, (€) de’ =6y, ppr.  (3.5)

Wir setzen die konventionelle Phasenwahl voraus,
welche die Relationen

( — 1)l+"l Y;__m(e’) = ( - ])l Ylm(e’) = Ylm( - e’)

(3.6)

zur Folge hat.
Der Sammelindex f der einlaufenden Welle ¢3(™)
kann nun also beliebig vorgegeben werden. Die Ge-
samtwelle stellt sich dann asymptotisch, fiir 7' — oo,

so dar:
Z<P(+)Sﬁ 5 (k)

—ob ) —gf" — >,

ps=gy (3.7)

o5 (S p— Op )

Die hierin vorkommende Streumatrix S ist durch
die Wechselwirkung der beiden Molekiile bestimmt.
Wenn sie bekannt ist, so lassen sich alle den Stof}
betreffenden physikalischen Fragen beantworten.
Entsprechend unserer Voraussetzung konstanter in-
nermolekularer Energie haben die auslaufenden Wel-
len dieselbe Wellenzahl k wie die einlaufende. Ohne
Wechselwirkung hat man Sgs=0ss oder in Matrix-
schreibweise: S=1. In der Quantenmechanik wird
allgemein gezeigt, daf bei orthonormierten ¥y
die S-Matrix unitar ist:

; Spr 5855 = ; SipSppm=0p g (3.8)

oder mit der adjungierten Matrix
Sho =855 (3.9)

auch kurz in Matrizenschreibweise
SST=StS=1. (3.10)

Die Unitaritit von S gewahrleistet die Teilchenerhal-
tung beim Stof.

Als Zweites sei nun die Streuung von ebenen
Wellen betrachtet. Die Ravreicusche Zerlegung der
ebenen Wellen mit dem Wellenvektor K=k e in
Kugelwellen mit der Phasenwahl (3.6) lautet be-
kanntlich asymptotisch
exp(iket’) = 2ZL 3 [e7*7 Yin(—€)

im
—e*" Yy (€)] Yin(e) .
Fir zwei Molekille mit den Spinzustinden M,M,,
welche sich im Schwerpunktssystem ohne Wechsel-

** Es bedeutet in dieser Arbeit de’ das Oberflichenelement
der Einheitskugel | e’ |=1.
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wirkung relativ zu einander in der Richtung € mit
der Wellenzahl % bewegen, lautet die asymptotische
RavreiGusche Zerlegung demnach mit Benutzung der
Abkﬁrzungen (3.2)

p _Y’"M exp(ikr’) (3.11)

2nz
= Z (@) =@ )) sarm Yim(e) .

Um die zugehérige Welle v, mit Wechselwirkung
zu erhalten, hat man die Kugelwellen mit Wechsel-
wirkung, s. (3.7), mittels der aus (3.11) ersicht-
lichen Koeffizienten (27i/Vk) Y}, (e) linear zu

kombinieren. Es kommt

wun, = Pum,exp(i k1) (3.12)
- , -
+ l Yarm @, un, (€, €, k) elﬂr,
My kr

Dabei ist die dimensionslose Streuamplidutenmatrix

ammy, mm, (€, €, k) (3.13)
23 | , ’ *
=0 2 Y (€) (Sya(k) —0ws) Yin (€)
I
eingefithrt worden. Wir werden kiinftig hauptsich-
lich diese Matrix a benutzen, welche mit der S-Ma-
trix gleichwertig ist.

Es sei noch die Adjungierte zu a notiert. Fiir die
konjugiert-komplexe Welle (3.12) werde geschrie-
ben

\’ T ’ ’
Z aym,, mwmy (€, e,k auu;, mm, (€, e’ k) de

MM,

In der Matrizenschreibweise lautet dies so:
[a'(e, e, k)a(e’,e”, k) de’ (4.1b)
:/a(e, e k)at(e, e’ k) de’
=27 [a(e,e”, k) —a' (e,€”.)].
Damit hat man das allgemeine Schattentheorem fiir

Spinteilchen. Der eingangs erwihnte Satz fiir spin-
lose Partikel ist als Spezialfall darin enthalten.

9 G. C. Wick, Phys. Rev. 75, 1459 [1949].
10 M. Lax, Phys. Rev. 78, 306 [1950].

v\
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'an =exp(—ik1) Y’MM (3.14)
ikr ’

+ Z ek’i aLM My (e, €', k) TMM .

MMy KT
Dabei ist die adjungierte Streuamplitude a' gemil3
Shypr, (€€ k) =y (€),€,F)% (3.15)

= = 223 Yin(e) (Sher (0) = dp) Yo (&)

Im
U'm’

definiert.

§ 4. Das Schattentheorem (optische Theorem)

Aus der Streutheorie punktformiger Teilchen ist
es geldufig, daf} das iiber alle Streuwinkel gemittelte
Absolutquadrat der (dimensionslosen) Streuampli-
tude, d. h. bis auf einen Faktor 1/k* der gemittelte
differentielle Streuquerschnitt, gleich ist dem Imagi-
narteil der Streuamplitude in der Vorwartsrichtung.
Dieses sog. optische Theorem oder Schattentheorem,
wie es hier bezeichnet sei, gilt unter sehr allgemei-
nen Voraussetzungen — s. dazu Wick ® und Lax 10 —
und ldBt sich auf Spinteilchen ibertragen. Man kann
es aus der Unitaritidt der S-Matrix folgern, es lafit
sich aber auch aus der Kontinuititsgleichung der
Wellenmechanik gewinnen.

Wir ziehen zum Beweis die Unitaritat der S-Matrix
heran. Durch Einsetzen der Darstellungen (3.13)
und (3.15) von a und a' erhilt man unter Benut-
zung von (3.5) und (3.10) sogleich

(4.1 a)

aMMl,JI’Mx (e, e, k) alemy, m uy(€,e”, k) de’

1

[a(e e’ k) —a(e, e’ k) T aana, momy

§ 5. Anderung des Erwartungswerts eines
Operators bei der Streuung eines Spinteilchens
an einem festen Zentrum

In der klassischen kinetischen Theorie gibt das
Lorentz-Gas (Bezeichnung nach Cuapman und Cow-
LiNG) das einfachste Gasmodell ab. Bei ihm wird
vorausgesetzt, dal die Gasteilchen nur mit festen,
unverdnderlichen Streuzentren, aber nicht unterein-
ander zusammenstoflen. Um fiir die Kinetik der
Spinteilchen zunachst moglichst einfache Verhiltnisse
zu haben, sei zuvor der Lorentzsche Fall behandelt.
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Wir werden zur Aufstellung der Borrzman~-Glei-
chung den Weg tber die MaxwerLsche Transport-
gleichung gehen. Diese sagt etwas aus iiber die zeit-
liche Anderung, welche der Erwartungswert irgend-
einer molekular-physikalischen Grofle O, lokal ge-
mittelt tber alle Gasteilchen, erfahrt. Zur Vorberei-
tung behandeln wir zunachst die analoge Frage fir
ein einzelnes, ein Molekil darstellendes Wellenpaket.
welches tiber einen Streuer hinwegstreichen soll. Das
anfingliche Wellenpaket, das geniigend ausgedehnt
im Vergleich zur pE BrocLie-Wellenldnge sei, habe
vor Erreichen des Streuers die Gestalt eines Zylin-
ders vom Querschnitt ¢ und der Linge [. So wie
bei dem Wellenpaket (1.3) sollen vor dem Stof} alle
moglichen Spinzustande %y nach Malligabe von
Superpositionskoeffizienten ay vertreten sein. Nach
dem Stofl kommt zu dem Paket, welches ohne wesent-
liche Gestaltinderung geradlinig weitergelaufen ist,
eine Hohlkugelwelle der Dicke ! mit dem Streuer
als Zentrum hinzu. Beziiglich des Streuers machen
wir keine besonderen Voraussetzungen, insbesondere
nicht diejenige der Kugelsymmetrie, nehmen jedoch
an, daf} er unveranderlich (stets im selben Quanten-
zustand) sei. Die Amplitude der Hohlkugelwelle ist
dann aus (3.12) bzw. (3.14) zu entnehmen, wobei
jetzt aber, wegen der Spezialisierung auf den Lo-
rentz-Fall, die zweiten Indizes M,, M," wegbleiben.

Der gesamte Streuvorgang des Wellenpakets wird
also durch Ausdriicke der Form

w= 2 Pyayexp(ikr) 4 (5.1)
M
£x Z Y/,u’ fl’.\/’ e;f] A,,
M r
y*=A"exp(—ikr) ::_ ay* Py (5.2)

e—ikr »
S R
r

N
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dargestellt. Ebenso wie im § 3 ist der vom Streu-
zentrum aus gerechnete Ortsvektor mit 7" bezeichnet.
Voriibergehend sind zur Abkiirzung die Superposi-
tionskoeffizienten nach dem Stof}

'y = Z ayy(e’.e.k)ay,
]

1/‘\',* . v 1-‘):‘ ’le‘\., (e7 e/. k)

(5.3)
Za
N

eingefiihrt. Fir die orts- und zeitabhingigen Ampli-
tuden 4,..., A, welche langsam verinderlich sein
sollen und die Gestalt des Wellenpakets und der
Hohlkugelwelle geben, gilt offenbar:

vor dem Stof}:

, A ') = A innerhalb des Zylinders ¢ [ .
2 sonst=0

_ |
| g0 [

nach dem Stof}:
| 4=

b sonst=0

" l (5.5)

! innerhalb des Zylinders ¢ . l

innerhalb der Hohlkugel,
9l sonst=0.

| 14k=

Jetzt notieren wir uns den Erwartungswert eines
beliebigen, auf die Spinindizes wirkenden Operators
O(r,e) des Einzelmolekiils, vgl. § 2. r bezeichne
so wie in §§ 1 und 2 den Ortsvektor im Laborato-
riumssystem; die r-Abhéngigkeit des Operators O
sei so gering, dal} er innerhalb der Ausdehnung des
Wellenpakets praktisch als unverénderlich angesehen
werden kann. Um die folgenden Formeln nicht un-
notig zu tberladen, fihren wir bis auf weiteres die
Variable 7 nicht auf. Man erhalt gemall (2.4) und
(2.3) an Hand der Darstellungen (5.1) und (5.2)
der Wellenfunktion nach Ausfithrung der X-Integra-
tion unter Benutzung der Orthonormierung (1.2)
der Spineigenfunktionen zunachst die Integralformel

(0) = / ( A exp(— ikt )ay* Syy + A* € o\ M)

Hierbei ist nach dem Ausmultiplizieren der Klam-
mern iber simtliche Indizes, die alle doppelt vor-
kommen, zu summieren. Die in O enthaltenen Para-
meter € und €’ bezeichnen die Teilchengeschwindig-
keiten vor und nach dem Stofl und hidngen mit
den Variablen e, €',k der Streuamplitude — vgl.
(5.3) — gemal den Beziehungen

'(O.u”.\l(c) ayexp(i k1) A+ Oy yy(€) oy k;r’j A')dr’-

kr

c=(h/m) k= (h/m) ke, ¢ =(h/m)ke (5.7)
zusammen. — Wir formen (5.6) weiter um, indem
wir o, ’* gemiB (5.3) auf a, o* zuriickfiihren und
die entstehenden Produkte aa* gemifl (2.5) durch
den Projektionsoperator P ausdriicken. Dann konnen
wir (5.6) nach Ausmultiplizieren der Klammern in
die Matrizenform bringen und erhalten Gl. (5.8):
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(0)=8p [[440(e) P+ 47 X O(cN (e, e ar(e.e) +a a TP B Do) a(el e) P

k22

A A exp(fi[lcr’fkr’]),o(c) POT(e,e') ar’ .

Diese Formel gilt allgemein, fiir beliebige Wellen-
pakete. Wir wenden sie jetzt auf unseren speziellen,
durch (5.4) und (5.5) charakterisierten Fall an.

Vor dem StoB ist keine Streuwelle vorhanden:
A" =0. Somit ergibt (5.8) zufolge (5.4) einfach

(0)=Sp[O(e) P], (5.9)

im Einklang mit (2.7).

Nach dem StoB ist A"+ 0 innerhalb der Hohlkugel
der ,,Wandstarke“ [ und es sind alle vier Sum-
manden im Integral von (5.8) zu beriicksichtigen.
Der erste Summand gibt den Beitrag des unverédndert
weitergelaufenen Wellenpakets, fir sich betrachtet,
d.i. wieder (5.9). Der zweite Summand gibt den
Beitrag der Hohlkugelwelle, fiir sich betrachtet; die
Integration iiber den Radius 7 kann mittels (5.5)
ausgefiihrt werden und man erhilt so den ersten
Term rechts in (5.11). Die beiden letzten Sum-
manden in (5.8) enthalten die Interferenzfaktoren
exp(ti[kr'—k1’]), welche in der Vorwirtsrich-
tung € = e den Wert 1 haben und im iibrigen rasch
oszillieren, so daB bei der Integration iiber 1 nur
das ,,Schattengebiet* in der Nahe der Zylinderachse
merklich beitragt. Deshalb kann man in diesen bei-
den Summanden sowohl bei O wie auch bei a und af
statt € die Einfallsrichtung e nehmen und diese
Operatoren vor das Integral ziehen. Mit Benutzung
von ee =cosy, dr =2ar2dr’ sin y dy und von
(5.5) findet man durch partielle Integration nach y

/ A* 4 PR — k) 4
J kr

zi?]:;// A 'aax ehri=eon d’ dy  (5.10)
0 0

=f{;/ [4" 4 S*ri-emd]gdr — ...~
0

Durch die Punkte ist ein Integral iiber dr’ ange-
deutet, dessen Integrand den fiir ein geniigend
ausgedehntes Wellenpaket beliebig kleinen Faktor
SA* A’'/3y enthilt und proportional 1/r’? ist. Dieses
Integral kann daher unterdriickt werden, wie ge-
schehen. Somit haben wir das folgende Ergebnis:
Wenn ein Teilchen, dessen Anfangszustand durch ein
Wellenpaket vom Querschnitt ¢ mit dem Wellen-

kr’

ud (5.8)

vektor ke =k e gegeben ist und das hinsichtlich des
Spins durch den Projektionsoperator P beschrieben
wird, ein Streuzentrum iiberstreicht, so andert sich
dabei der Erwartungswert eines beliebigen Opera-
tors O um den Betrag

'/\0>nﬂch - <0>vnr

1 ’ ¥ 4 ! 4 ’
= S O(e e’,e)Pa(e, e’) de
a5 o) ale.e)Pare.e)

(5.11)

-O(c)-zi” [a(e,e) P—Pa'(e,e)]].

Damit hat man den Ausgangspunkt fir die Auf-
stellung der Fundamentalgleichungen des Lorentz-
Gases.

§ 6. Die Maxwellsche Transportgleichung und
die Boltzmannsche StoBgleichung fiir das
Lorentz-Gas aus Spinteilchen

Die Transportgleichung gibt die Antwort auf die
Frage nach der Anderung, welche der Mittelwert O
eines Operators, genommen fiir alle Molekiile an
einer gegebenen Raumstelle r, pro Zeiteinheit er-
fahrt. Dieser Mittelwert ist durch (2.10) gegeben.
Ohne Stole andert sich, in unserer klassischen Wel-

lenpaket-Naherung, O offenbar nur infolge der
Translationsbewegung ¢ der Wellenpakete, falls
diese im Ortsraum inhomogen verteilt sind, und in-
folge der von einer dufleren Kraft den Wellenpaketen
erteilten Beschleunigung b, falls die Verteilung im
Geschwindigkeitsraum inhomogen ist. Das ist in-
soweit ganz analog wie beim einatomigen, spinfreien
Gas und man hat also ohne Stofle ***
de=0.

/Sp O(r,c) (afa(f) +e¥*© 1 p agg))
(6.1)

or
Voraussetzung ist dabei, dal die Verteilungsmatrix
und die duflere Kraft innerhalb der Ausdehnung der
Wellenpakete, zumindest aber auf viele pE BroGLiE-
Wellenlangen, konstant sind; andernfalls wiirden

*** Es bedeutet.
. of (¢) - rafr((f)

of (e) of (¢)
o o +

oy A

usw.

+ ¢y

Die weiteren Argumente ¢, * von f sind hier und im
folgenden der Kiirze halber unterdriickt.
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sich die Materiewelleneffekte bemerkbar machen.
Ferner ist angenommen, da} kein &dufleres Dreh-

moment (Richtfeld) auf die Teilchen wirkt.

Die Anderung von n O infolge der StoBe erhilt
man durch Addition aller Anderungen (5.11), wel-
che bei den einzelnen Wellenpaketen der Volum-
einheit an der betreffenden Raumstelle eintreten. Bei
dieser Addition entsteht zundchst gemal (2.9) aus
dem Projektionsoperator P des Einzelteilchens der
Verteilungsoperator fde. Uber € ist sodann zu
integrieren. Ferner ist zu beriicksichtigen, daf} (5.11)
die Anderung des Erwartungswerts (O) beim Uber-
streichen eines einzigen Streuers gibt. Tatsdchlich
tiberstreicht jedes Wellenpaket pro Zeiteinheit g c ng
Streuzentren, wo n,; deren Konzentration bezeichnet.
Somit bekommt man bei Beriicksichtigung der Sto8e
an Stelle von (6.1)

/ Sp[O(r, c)(afa(tc) +e afa(:) +b afa(cQ)} de

- n1.[Sp [/O(r, ¢)a(e, e k)t(e)al(e, e k) de’

—o(r,e) 21'” [a(e, e, k) f(e) (6.2)

cde

—f(e) a'(e, e, k)] %5 -

Damit haben wir, in Matrizenschreibweise, die Max-
weLLsche Transportgleichung fir das Lorentz-Gas
aus Spinteilchen.

Die StoBgleichung soll die zeitliche Anderung der
Verteilungsmatrix selbst angeben. Sie kann sofort
aus (6.2) gewonnen werden. Es ist nur nétig, in
dem Doppelintegral auf der rechten Seite, also in
dem in a, af bilinearen Term, die Variablen €, €’
bzw. e, € in €, ¢ bzw. €', e umzubenennen und
den LiouviLLeschen Satz zu benutzen. Dieser besagt,
dal de’ de=dede’.

An Stelle von (6.2) erhélt man so

[selome) (5 +...)]ae
~n, [sp{ore)| [ate.e’k tie)

T r_2m 7crdc
ot (e, e, k) de’ — % (...)}} =4

Dies muf} fiir beliebige Matrizen O(7,€) gelten.

Das ist nur moglich, wenn

of (e) of (¢ of (¢)
a T€ e TP

= mc[/c(e, e’ k) f(c)a' (e, e k) de’

(6.3)

k2
_ 2; [a(e. e k) f(e) —f(c) al(e, e,k)]}.
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Damit haben wir, in Matrizenschreibweise, die Boltz-
mann-Gleichung fiir das Lorentz-Gas aus Spinteil-
chen.

Die Reihenfolge der Faktoren in (6.2) und (6.3)
ist wesentlich, da f, a und af im allgemeinen nicht
vertauschbar sind *. Das erste Glied rechts in (6.3)
stellt den Zuwachs von f(€) durch diejenigen Streu-
prozesse dar, bei denen vor dem Stof3 die Geschwin-
digkeit irgendeine Richtung € und danach die Rich-
tung e hat; dieses Glied ist in a, a' bilinear und
besitzt Integralform. Typisch ist, dal der Faktor f(e)
in der Mitte steht, so da} also nicht die Kenntnis
eines ,, Wirkungsquerschnitts“ a af/k? allein geniigt,
sondern die Streuamplitude selbst (mit ihren Pha-
sen) bekannt sein mul}. Das zweite Glied rechts in
(6.3) stellt die Abnahme von f(€) durch diejenigen
Streuprozesse dar, bei denen vor dem Stofl die Ge-
schwindigkeit die Richtung € und danach irgendeine
Richtung hat. Dieses Glied enthilt die Streuamplitu-
den a, a' in der Vorwértsrichtung und ist in diesen
linear. Es kann im allgemeinen nicht als ein dem
ersten Glied dhnliches Integral geschrieben werden,
wie es vom einatomigen Gas her geldufig ware. Im
speziellen mag dies aber doch der Fall sein, z. B.
dann, wenn die Verteilungsmatrix f der Einheit pro-
portional ist, worauf wir in § 8 zuriickkommen, oder
wenn es sich um Teilchen vom Spin 2 und isotropen
Streuer handelt; s. dazu MinLscuLEGEL und KorpE 7.

§ 7. Ubertragung der Uberlegungen von § 5 und
§ 6 auf reine Gase aus Spinteilchen

In den beiden vorigen Paragraphen haben wir
uns der Einfachheit halber auf das Lorentz-Gas be-
schrinkt. Die Erweiterung auf den Fall eines reinen
Gases, dessen Molekiile einheitlichen Spinbetrag ha-
ben, 1aBt sich ohne Schwierigkeit vornehmen.

a) Anderung von (O) beim StoB zweier Gasteilchen

Bei den Betrachtungen in § 5 iiber das Lorentz-
Gas hatten wir das Streuzentrum als unveranderlich
angenommen und demgemal kam in (5.1) nur eine
einzige, auf das stolende Teilchen sich beziehende
innere Wellenfunktion = ¥y (X) ay vor. Beim Stof3

M

zweier gleichartiger Partner mit den Geschwindig-
keiten € und €, im Laboratoriumssystem, welcher
jetzt betrachtet werden soll, miissen dagegen die in-
neren Wellenfunktionen beider Teilchen,

* Die andere Reihenfolge der Faktoren in Gl. (5) der Note ¢

rithrt davon her, dal dort die Streuamplitude @ anders
definiert ist.
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; Pu(X) au(e) und 2 Wy(X,) ay,(€y),
gegeben sein. Die Variablen € und €; im Argument
der Superpositionskoeffizienten a sollen lediglich
darauf hinweisen, dal es sich im allgemeinen um
zwei verschiedene a-Sitze handelt. Das geniigt vor-
laufig zur Unterscheidung. Es soll damit natiirlich
nicht zum Ausdruck gebracht sein, dal im Gas alle
Molekiile mit gleicher Geschwindigkeit € die gleichen
Werte a hitten. Den Ortsvektor vom einen Molekiil-
schwerpunkt zum anderen bezeichnen wir wieder mit
' =1 ¢e’, die Relativgeschwindigkeit vor dem Stof
mit ¢—¢;=g =ge. Mit letzterer hingt gemal
(3.1) der Wellenvektor Kk =k e zusammen. Die Ge-
schwindigkeiten €, €; der beiden Teilchen im La-
boratoriumssystem vor dem Stol werden durch die
Schwerpunktsgeschwindigkeit €s und die Relativ-
geschwindigkeit g € gemal

c=cst+ige,  C;=Cs—ige
mit e:=3(c+e) (7.1)
dargestellt. Analog gilt nach einem Stof}, bei dem
die Relativgeschwindigkeit die Richtung € annimmt,
fiir die entsprechenden Teilchengeschwindigkeiten
im Laboratoriumssystem

¢ =cs+3ge, (7.1

Indem wir die Wellen (3.12) bzw. (3.14) mittels
der Koeffizienten ay(€) ay,(€;) linear kombinieren
und, analog wie in § 5, zum Wellenpaket iibergehen,
erhalten wir als Verallgemeinerung von (5.1) und
(5.2) fiir den im Schwerpunktssystem betrachteten
Zweierstof} die folgenden Ausdriicke:

c/=cs—3ge.

Y= 1;4 Wi, danns, exp (i ke 1) A (7.2)
' " ikr .,
+ M;{ Yarn, dmy ek - 4,
p*=A*exp(—ikr) 1; 0‘-7\’1\1’, ijle (7.3)
A S G W
kr N,

Dabei ist abkiirzend gesetzt
amm, =aum, (€, €;) =ay(€) ay, (€,);
(7.4)

*
ayy, analog

und
o' mmy = Z aymy, mm, (€, €, k) amm,

MM, (7 5)
'y S\ * + ’ ’
anny = 2 anw, @y, nn, (e, e, k) .
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Fir die orts- und zeitabhéngigen Amplituden
A,..., A”*, welche die Gestalt des Wellenpakets vom
Querschnitt g bzw. diejenige der Hohlkugelwelle fest-
legen, gelten wieder die Beziehungen (5.4) und (5.5).
Formal besteht also der einzige Unterschied gegentiber
den entsprechenden Gleichungen von § 5 in der Ver-
dopplung der Indizes. Somit kénnen die weiteren
Uberlegungen von § 5 weitgehend benutzt werden.

Zunachst sei der Erwartungswert eines Operators
O(e, e,) berechnet, welcher auf die magnetischen
Quantenzahlen beider Partner-Molekiile wirkt und
welcher von deren Geschwindigkeiten sowie vom Ort
als klassischen Parametern abhéangen kann. Fir (O)
gilt eine ganz dhnliche Formel wie (5.8). Wir brau-
chen nur, entsprechend der jetzigen Indizesverdopp-
lung, im Anschlul an (2.5) und an (7.4) den Pro-
jektionsoperator eines Molekiilpaares

Py, v, (€, €1) =apu, (€, €)) ayy, (€,€;)" (7.6)

einzufithren. Man sieht, dal dieser Paar-Projektions-
operator mit den Projektionsoperatoren der Einzel-
molekiile nach Art des direkten Produkts zusammen-
héngt:

PMM,,NA\’, (e, Cl) =Pyn(e€) P.ll,“\', (Cl) (7.7 a)
oder in Matrizenschreibweise
P(e,e,) =P(e) xP(cy). (7.7b)

Ferner ist die Spurbildung jetzt iiber beide Indizes
zu erstrecken. Um dies zu verdeutlichen, wollen wir
kinftig bei Matrizen mit paarweisen Indizes die
Spurbildungen iiber einen Index

_
(Spy @) uy = Z Apm,, N,
M]

oder (Sp a)m,n, = ;;aMM,,MN, (7.8)
unterscheiden von der Doppelspur iiber beide In-
dizes:

SpSpya= > amm,,mm,=Sp;Spa. (7.9)
MM,

Demnach sind Sp; @ und Sp a noch Matrizen, und
zwar solche mit einfachen Indizes, wihrend die Dop-
pelspur eine gewohnliche Zahl darstellt. Damit ist
genug gesagt zu der Ubertragung von (5.8) auf das
Zweiteilchensystem und wir konnen uns nun sofort
das Ergebnis fiir die Anderung von (O) beim Zweier-
stol notieren. Wir erhalten es einfach durch Ver-
dopplung der Variablen € und der hinzu zu denken-
den Indizes in (5.11):
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< 0 \,? nach —
1
=0

(0)vor

. Sp Sp, { / O(c¢’.e,/) a(e’,e)P(c,c,) a'(e,e’) de’
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(7.10)

~0(e,¢,)-*"[a(e,e) P(e,¢,) —P(e,¢,) a' (e, e)]].

Im weiteren interessiert nur ein Operator O(¢),
welcher sich auf ein einziges Molekiil, sagen wir das-
jenige mit der Geschwindigkeit € bzw. ¢’, bezieht
und demnach auch nur auf die diesem zugeordneten
Indizes wirkt. Wir nehmen jetzt also speziell an, daf}

O, vy, (€,€1) =O0yx(€) Ou,n, . (7.11)

Fiir einen solchen Operator und irgendeine Matrix a

< 0 > nach — < 0 > vor
1
kZ

—Ole)

Jetzt konnen wir zur Transportgleichung fiir einen
Operator der Art (7.11) ubergehen.

b) Die Maxwellsche Transportgleichung fiir ein
reines Gas aus Spinteilchen

Ohne StoBe lautet die Transportgleichung fiir ein
reines Gas genau so wie fiir das LorenTz-Gas, siehe
(6.1). Auch die Voraussetzungen, welche dabei er-
fuillt sein missen, sind die gleichen.

Um die zeitliche Anderung von n O infolge der
StoBe zu erhalten, hat man jetzt von (7.12) auszu-
gehen. Diese Gleichung gilt fiir ein einzelnes Mole-
kilpaar. Wir haben tber alle Molekiilpaare i, i; der
Volumeinheit zu summieren, deren Partner Geschwin-
digkeiten €, €; in den Intervallen de, de; besitzen.
In Analogie zur Definition (7.7a,b) des Paar-
Projektionsoperators fiihren wir einen Paar-Vertei-
lungsoperator ein gemal

/SpiO(r,c)('af(") +e %@ L p af@) de

ot or de

= f[ Sp {fO(r, c’) Spi[a(€’, e, k) f(c, e,) a'(e, €', k)] de’

~ 5 59 ,{l/O(c') Spy[a(e’.e) P(e,¢,) a'(e,e’)] de’

mit paarweisen Indizes gilt nach (7.8) und (7.9)

Sp Spy[O(e, €y) a] = Z Oyy(€) anm, mu,

MNM,

=Sp[O(e) Sp, a] .

Dies wenden wir in (7.10) an und erhalten so fir
den speziellen Operator aus (7.11)

(7.12)

2;Sp1[0(e,e) P(c,e,) —P(c, ) oT(e,e)]}-

Juman, (LT, €,€1) =fun(t, 7, €) fun, (1, T,€)
(7.13 a)

oder in Matrizenschreibweise

f(t, v, 6,6 =i(n ¥, ¢} xHE ¥, ¢,) [%13hb)

(direktes Produkt). Durch die genannte Summation
entsteht somit gemdl dem Zusammenhang (2.9)
von f mit P aus dem Paar-Projektionsoperator in
(7.12) die Paar-Verteilungsmatrix:

Z Pii) (e, e,) =f(t, 71, ¢, ¢,) de de, .
Nun ist noch zu bemerken, daf jedes Molekiil € in
der Zeiteinheit mit allen Molekiilen €; zusammen-
stofit, welche im Volumen g g enthalten sind; g be-
deutet — wie in (7.12) — den Querschnitt des
Wellenpakets. Indem wir schlieflich iiber alle Ge-
schwindigkeiten € und €, integrieren, entsteht aus
der Vereinigung von (6.1) und (7.12) die Verall-
gemeinerung der MaxwerLschen Transportgleichung
auf Gase aus Spinteilchen:

(7.14)

(7.15)

~O(r.¢) 7 sp,[a(e.e. k) (e ¢,) —f(e.€;) a'(e.e. k) ]} 191

k2
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c) Die Erhaltungssatze [ir Tetlchenzahl,
Energie und Impuls

Als eine erste Anwendung von (7.15) moge das
Bestehen der Erhaltungssitze verifiziert werden. Es
sei speziell der Operator O (T, €) proportional der
Einheit, so dal} er als gewohnliche Zahl zu behan-
deln ist und in (7.15) das Zeichen Sp hinter O gesetzt
werden kann. Nun héngt allgemein die Spur (iiber
alle Indizes) des Produkts zweier beliebiger Matrizen
a und b nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab:

Sp Sp;(ab) =Sp Sp, (b a).

Daher kann in (7.15) in dem zweiten Term rechts,
welcher in a und a' linear ist, der Faktor f unter der

3n 0
ot

Fir die Erhaltungsgroflen des Stofles O=1;
(m/2) ¢?; m e verschwindet der Ausdruck in der
ersten eckigen Klammer auf der rechten Seite iden-
tisch. So hat man fir das Gas die Erhaltungssitze
der Teilchenzahl, der Energie und des Impulses. Der
Erhaltungssatz des Drehimpulses kann mittels der
Transportgleichung (7.15) nicht in voller Strenge
zum Ausdruck gebracht werden. Weil in (7.15) die
Verteilungsmatrizen f alle an derselben Raumstelle r
zu nehmen sind, wird die beim Stof} eintretende An-
derung des Bahndrehimpulses nicht wiedergegeben
(wohl aber diejenige des Spins).

d) Die Boltzmannsche StoBgleichung fiir ein reines
Gas aus Spinteilchen
Als zweite Anwendung von (7.15) fragen wir

of (c) of(e)
o T0 g

of (¢)

ot +C

:f Sp, U a(e, e, k) (¢, e,)a' (€, e, k) de’

als Verallgemeinerung der Bortzmannschen Stof-
gleichung auf Gase aus Spinteilchen. An die Defini-
tion (7.13) der Paarverteilungsmatrix f(e, ¢;) und
an die Definition (7.8) des Zeichens Sp; sei noch-
mals erinnert.

Eine Bemerkung zur Schreibweise sei noch an-
gefiigt. Statt der Indizierung, wie sie in (3.12)
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Doppelspur ausgeklammert werden. In der Klammer
steht dann die Differenz a(e, e) —a'(e, e), welche
nach dem Schattentheorem (4.1 b) durch ein Integral
iiber e” dargestellt werden kann. Nach dieser Um-
formung werde die Umbenennung ¢, ¢,, ¢’, ¢,/ —
¢y, ¢, ¢, € vorgenommen. Bei dieser kehren e, e’
das Vorzeichen um, man hat aber wegen der Gleich-
artigkeit der Teilchen die selbstverstandliche Bezie-
hung

amyw o (—€, —e) = aMM,, MM, (e,e].

Nun nimmt man das arithmetische Mittel aus dem
urspriinglichen Ausdruck und dem durch die Um-
benennung entstandenen. Damit erhalt man fiir solch
einen ,klassischen® Operator die Transportgleichung
in der Gestalt

k2

o=y [[[10(€) +0(e)) ~0(e) ~0(e))1 - SpSpi[a(e’ e) (e, ¢,) aT(e, )] #9Ae

nach der zeitlichen Anderung der Verteilungsmatrix
selbst. Dazu vertauschen wir in dem dreifachen In-
tegral, erster Term rechts in (7.15), die gestriche-
nen und die ungestrichenen Variablen und benutzen
den LiouviLLeschen Satz

de’ de de, = de d¢’ de,’ .

Dadurch steht auf der rechten Seite von (7.15) in
beiden Termen derselbe Operator O(r, €) vor dem
Symbol Sp; . Nun kann man, da die Transportglei-
chung fiir ganz beliebige Operatoren O gilt, beider-
seits auf die Integration iiber € sowie die Spurbil-
dung Sp verzichten und den Matrix-Faktor O iiber-
all weglassen. Damit erhalt man

(7.16)
_27[0(9, e, k) t(e,e,) —t(e, e a'(e, e, k)] 92:1

bzw. (3.14) fiir die Streuamplitude a bzw. a' vor-
genommen ist, kénnte man auch die Indizierung
Wy e, bZW. afmu';Mlle wahlen. Die Matrizen-
multiplikation ware dann in der Weise

(ab)mm;mmy = Z Cun s, O s ey (7.17)
MM,
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vorzunehmen. Das direkte Produkt (7.13) ware be-
sonders einfach durch

funimn, (€, €y) =fyn(€) fun, (Cy)

definiert und man konnte in (7.15) und (7.16) un-
mifverstandlich

f(e,ey) =f(e) t,(ey), usw. (7.18)

schreiben. Diese Schreibweise ist von Vorteil, wenn
man die Operatoren a, af, f, f; durch Funktionen

(Polynome) der Spinoperatoren s, s; ausdriicken
will.

§ 8. Die Niherung isotroper Spinverteilung

Die bei den Transportvorgidngen in Gasen statt-
findende Ausrichtung der Molekiile ist im allgemei-
nen sehr geringfligig und zu vernachlassigen. Wenn
nicht gerade ein starkes dulleres Richtfeld da ist wie
bei den Untersuchungen von SENFTLEBEN !, was wir
jedoch ausgeschlossen haben, so kann man in guter
Néherung die Annahme machen, daf} die Verteilungs-
matrix der Einheit proportional ist:

1

2J+1 (8.1)

fun(t, T, €) = (7€) dyx.
Dann ist also statt einer Matrix nur eine gewohnliche
Funktion f(z,7,€) zu bestimmen. Die Matrixglei-
chung (7.16) muf} formal in die klassische Bortz-
MANN-Gleichung iibergehen. Dies kommt folgender-
mallen zustande. Im zweiten Glied auf der rechten
Seite von (7.16) kann wegen (8.1) der Faktor
f(e,e,) ausgeklammert und das Schattentheorem
(4.1b) angewandt werden. Sodann werde beider-
seits die Spur Sp iiber die noch freien Indizes ge-
nommen mit dem Ergebnis

11 H. Senrriesen, Phys. Z. 31, 822, 961 [1930].
12 Sjehe z. B. L. WaLpmany, Transporterscheinungen in Gasen
von mittlerem Druck, in Fliigge’s Handbuch der Physik,

DIE BOLTZMANN-GLEICHUNG FUR GASE AUS SPINTEILCHEN

9/ af (c) of (c)
o TC +b 75

or de (8.2)

~ [ [t 1e) —fle) fenlote’ e.q) g ae’ae,.

Hierbei wurde ein effektiver Streuquerschnitt ¢ ein-
gefithrt gemal

O(e,9 es g) (8.3)
== 1 B / + ’
= @ispie pSrilale € ha'(e, e, k)]
1

Z \amm, umy (€, € k)2,
-

..... 1

- m_,_nz K2,

Der Streuquerschnitt ¢ hat keinen Index mehr. Da
keine Raumrichtung (Bezugsrichtung) bei dem
Zweiersto} mehr ausgezeichnet ist, kann ¢ nur von
dem Winkel % zwischen der Einfallsrichtung e und
der Streurichtung €’ abhingen:

o(e,e,g)=o(y,g) =ao(e,e,g). (84)

Demnach stimmt (8.2) formal vollstandig iiberein
mit der Borrzmann-Gleichung fir das einatomige
Gas.

Die Gl. (8.4) wird als die Relation des detaillier-
ten Gleichgewichts (detailed balance) bezeichnet. Es
ist typisch, da die einfache BorrzmanN-Gleichung
(8.2) ganz von selbst in Verbindung mit der detailed
balance erscheint. Wenn letztere wegfillt, weil es auf
die Orientierungseffekte ankommt und die einzelnen
richtungsquantisierten Zustande unterschieden wer-
den sollen, so mufl man zu der komplizierteren
Bovrrzmannschen Matrizengleichung (7.16) zuriick-
kehren. An dieser Sachlage @ndert sich auch nichts,
wenn man diejenigen Symmetrierelationen der Streu-
amplitude heranzieht, welche durch die Zeitumkehr-
invarianz der quantenmechanischen Bewegungsglei-
chungen 2 bedingt sind.

Bd. 12, Ziff. 89 und 95, im Erscheinen; dort finden sich
einschldgige Literaturangaben zur Zeitumkehrinvarianz.



